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Rabattements. Changement d'un plan de projection ; rotation autour 
d'un axe perpendiculaire à un plan de projection. 

Application aux distances et aux angles ; distance de deux points, 
d'un point à une droite, d'un point à un plan ; plus courte distance 
de deux droites, dont l'une est verticale ou de bout ou de deux 
droites parallèles à un même plan de projection ; perpendiculaire 
commune à ces droites. Angle de deux droites ; angle d'une droite 
et d'un plan ; angle de deux plans. 

Projection du cercle. Sphère ; section plane, intersection avec une 
droite. Cône et cylindre à directrice circulaire ; plan tangent pas- 
sant par un point ou parallèle à une droite ; ombres ; contours^ 
apparents; sections planes. Cônes et cylindres circonscrits à la 
sphère. Ombres. 

Représentation d'une surface par des courbes de niveau. Cote d'un 
point de la surface dont la projection horizontale est donnée. 
Pente d'une ligne tracée sur une surface. Lignes d'égale pente. 
Lignes de plus grande pente. 

Application des considérations précédentes aux cartes topographiques. 

Planimétrie et nivellement. Signes et teintes conventionnels. Lec- 
ture d'une carte et en particulier de la carte d'État-major. Usage de 
la carte sur le terrain. 



Les n<» de renvois entre parenthèses qui sont précédés du chiffre romain I 
se rapportent aux paragraphes de la première partie de l'ouvrage. 

Les parties imprimées en petit caractère sont des applications qu'on peut, 
sans inconvénient, négliger dans une première lecture. 
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CHAPITRE I 

RABATTEMENT D'UNE FIGURE PLANE SUR UN 
PLAN DE FRONT 



il- 

Théorie du rabattement. 

1. Rabattre un plan sur un autre, c'est faire tourner ce plan 
autour de son intersection avec le second de manière à l'amener en 
coïncidence avec celui-ci. La droite d'intersection des deux plans est 
appelée la charnière du rabattement. 

Nous avons étudié dans la première partie (n**" 176 et suivants) le 
rabattement d'un plan sur un plan horizontal. 

2. Il n'est pas moins utile de savoir rabattre un plan donné sur un 
plan de front. 

Le problème à résoudre consiste alors à trouver la nouvelle projec' 
tion verticale d'un point du plan donnée après qu*on a rabattu ce plan 
sur un plan de front ou sur le plan vertical de projection. 

La charnière est la droite de front, intersection du plan donné 
avec le plan de front sur lequel on fait le rabattement. 

CHOLLKT BT MlNFUR, II. 1 



^ KABATTEMBNT D UNE FIGURE PLA.Nfi 

Par un raisonaement en tous points semblable à celui que nous 
avons fait dans le cas du rabattement sur un plan horizontal (I, 176), 
on est conduit à la règle suivante : 

Règle du triangle rectangle. — Lorsqu'on rabat un plan P 
autour d'une de ses lignes de front, la nouvelle projection verticale 
dan point M de ce plan, après le rabattement, se trouve sur la perpen- 
diculaire menée de la projection verticale du point M sur la projection 
verticale de la charnière à une distance de celle-ci égale à V hypoténuse du 
triangle rectangle ayant pour côtés de l'angle droit les distances des 
projections du point aux projections de même nom. de la charnière. 



3, Problème. — Soit 



m; 



à rabattre autour de la frontale {ab, a' b') 
le plan P déterminé par 
cette frontale et le point 
(m, m') (fig. i). 

En vertu de la règle 
précédente, le rabattement 
du point (m, m') est sur la 
perpendiculaire m'fi' me- 
née du point m' à la pro- 
jection verticale a'b' de la 
charnière ; d'autre part, 
les dislances des projec- 
tions du point (m, m') aux 
projections de même nom 
de la charnière sont res- 
pectivement les longueurs 
m'ii' et me; donc, si Ton 
porte à partir de m\ sur 
la parallèle menée par ce 
point à a'b\ une longueur m'm'^ = mh le triangle rectangle 
m'i^'m'^ est le triangle de rabattement du point donné ; pour avoir 
la projection verticale de ce point après le rabattement, il suffit donc, 
d'après la règle du n» a, de porter sur la droite m>' à partir du 
point [i\ une longueur ii'm\ =z ii'mi; mj est le rabattement cher- 
ché. Suivant le sens du rabattement, cette longueur peut être portée 
dans un sens ou dans Tautre, à partir du point \i\ 




Fig. 1 
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Remarque I. — On démontre par un raisonnement analogue à celui 
qui a été fait dans le cas du rabattement sur un plan horizontal 
(ï, 178, Rem. 11), que l'angle m'2Ht'm' est égal à l'angle aigu ^ du plan 
donné P avec le plan vertical et les divers plans de front. Il en ré- 
sulte que les triangles de rabattement de tous les points d'un 
même plan ont leurs angles aigus égaux et par suite sont sembla- 
bles entre eux ; il en résulte encore que la construction du rabatte- 
ment d'un seul point du plan P détermine incidemment l'angle de 
ce plan avec le plan vertical . 

Remarque II. — Proposons-nous de déterminer le rabattement 
d'un deuxième point N du même plan en nous donnant, par exem- 
ple, sa projection verticale n', La droite MN rencontre la charnière, 
en un point dont la projection verticale i' est à l'intersection de a'b' 
et de m'n! ; dans le rabattement, ce point reste immobile et la droite 
considérée est rabattue suivant m\i' \ or, le rabattement du point 
projeté verticalement en n' se trouve évidemment sur m'ii', et d'au- 
tre part, il se trouve aussi sur la perpendiculaire n'v' à la projection 
verticale de la charnière ; ce rabattement est donc le point de rencon- 
tre n'i des droites m\i' et n'v'. 

4. Problème. — Rabattre sur le plan vertical de projection un 
plan défini par ses traces. 

Soient un plan PaQ déâni par ses traces (flg, a) et (ab, a'b') une 
droite quelconque de ce plan . Proposons-nous de chercher le rabat- 
tement d'un point (m, m') de cette droite, lorsqu'on rabat le plan 
donné sur le plan vertical de projection. 

Rabattons d'abord la trace horizontale aP ; pour cela, remar- 
quons que le point a situé sur la charnière aQ ne bouge pas ; il suffit 
donc de chercher le rabattement d'un seul point (6, b') de la trace 
horizontale. Or, la distance du pointa au point (b, &') est évidemment 
égale à a6 ; d'autre part, le segment (a6, a6') se rabat en vraie gran- 
deur ; par suite, le rabattement du point (&, b') est le point b^, situé 
à l'intersection de la circonférence de centre a et de rayon a6, avec la 
perpendiculaire abaissée de b' sur la charnière aQ (a). Le rabattement 
aP'i de la trace horizontale du plan s'obtient en joignant les points 
a et b\ . 

I" Cela fait, joignons le point (6, b') {fig, a) au point (m, m'); la 
droite (6m, b'm') a pour trace verticale le point (a, a'). Ce point situé 



4 RABATTEMENT d'uNE FIGURE PtATTE 

SUT la charnière ne bouge pas pendant le rabattement, il en résulte 
immédiatement que la droite (a6, a'b') est rabattue suivant a'b^ ; le 




rabattement du point (m, m') est alors (3, Rem. II) le point de rencon- 
tre m'i de a'b'i avec la perpendiculaire m'ii' abaissée de m' sur la char- 
nière aQ. 

a° Une fois tracé le rabattement aP/ de la trace horizontale, pour 
obtenir le rabattement du point (m, m'), on pourrait encore utiliser 
la frontale [cd, c'a') passant par ce point ; en effet, d'une part, la trace 
horizontale (d, d') de cette droite est rabattue en di à Tintersection de 
aPJ et de la perpendiculaire abaissée du point d' sur la charnière ; 
comme d'autre part les frontales du plan sont des parallèles à la 
charnière, il en résulte que le rabattement de (cd, c'd') est la paral- 
lèle d'^c\ menée par d[ à aQ. Le rabattement du point (m, m') est 
alors à Tintersection de m'[i' et de c^d^. 

3° Enfin, on pourrait se servir aussi de Thorizontale («/, e'f) passant 
par (m, m'). Cette droite rencontre la charnière aQ au point e' qui ne 
bouge pas pendant le mouvement de rotation du plan, et comme elle 
est parallèle à la trace horizontale aP, on a immédiatement son rabat- 
tement en menant par le point e' la parallèle e'f[ à aPJ. Le rabat- 
tement m[ du point (m, m') est alors à l'intersection de e'f\ et de 
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5. Rabattement d'un plan de bout sur le plan vertical de pro- 
jection ou sur un plan de front. — En raisonnant comme au 
n« i84 delà première partie on verra que le rabattement d'un plan de 
bout sur un plan de front (ou sur le plan vertical de projection) con- 
duit à la règle suivante : 

Lorsqu'on rabat un plan de bout sur un plan de front {ou sur le plan 
vertical de projection), le rabattement de chaque point du plan se fait 
sur la perpendiculaire élevée de la projection verticale de ce point sur 
la trace verticale du plan, à une distance de celle-ci égale à la différence 
des éloignements du point et de la charnière, ou encore à la distance des 
projections horizontales du point et de la charnière. 

6. Applications. — I, Soit, par exemple, à trouver (fig, 3) le 
rabattement du point (m, m') appartenant au plan de bout a'b' lors- 
qu'on rabat ce plan sur le plan de front F. La charnière est ici la 
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Fig. 4 



frontale (F, a'b'). En vertu de la règle précédente, le rabattement 
cherché est le point m^ obtenu en portant sur la perpendiculaire 
élevée en m' à la trace verticale a'b' du plan de bout une longueur 
m'm[ égale à la distance mfx de la projection horizontale du point 
{m, m') à la projection horizontale F de la charnière. 

La longueur m'm\ peut encore être portée d'un côté ou de l'autre 
de la charnière suivant le sens du rabattement. D'autre part, la posi- 
tion du rabattement m'^ du point (m, m') par rapport à a'b' fixe 
complètement celles des rabattements des autres points du plan. 
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Aussi, si ron veut rabattre maintenant le point (n, n'), on remarque 
que ce point n'est pas situé du même côté que le point (m, m') par 
rapport au plan de front F sur lequel s'effectue le rabattement ; par 
suite le rabattement ni de ce nouveau point devra être situé de 
l'autre côté de a'b' par rapport à mi . 

II. — Lorsque le rabattement du plan de bout considéré s'effectue 
sur le plan vertical de projection {fig. 4). il n'y a rien à changer à ce 
qui précède, si ce n'est que la trace horizontale F du plan de front 
est remplacée par la ligne de terre xy. 

III. — Le rabattement d'un plan de profil PaQ (fig. 5) sur le plan 

vertical de projection n'est qu'un 
cas particulier du rabattement 
d'un plan de bout. Pour obtenir 
le rabattement mi d'un point 
(m, m') de ce plan, il suffît de 
porter sur la perpendiculaire 
élevée en m' à la trace verticale 
aQ du plan une longueur m'mî 
égale à l'éloignement am du 
point considéré. 

Graphiquement, on mène par 
m' là parallèle m'n' à la ligne de 
terre et du point a comme centre, on décrit l'arc de cercle de rayon 
am jusqu'au point rrii où il rencontre la ligne de terre, puis, par le 
point ma, on mène la parallèle à «Q ; le point m\ où cette parallèle 
rencontre m'n' est le rabattement cherché. 



1 n. 

Problème du relèvement. 

7. Le problème général du relèvement peut s'énoncer ainsi : 

Un plan P ayant été rabattu sur un plan de front {ou sur le plan 

vertical de projection) y déterminer les projections d'un point de ce plan, 

connaissant son rabattement. 
Pour résoudre ce problème, il suffit de faire, en sens inverse, les 

constructions qui donnent le rabattement d'un point. Mais, le plus 





Q 






m' 


^ S' 


X 


a 


jm, y 




m 


1 
/ 
/ 
y 




P 





Fi(Ç. 5 



PROBLEME DU RELEVEMENT 



souvent, on peut simplifier notablement ces constructions, grâce à 
certaines remarques exposées au n® 3. 

8. Problème. — Relever un plan défini par deux droites conœu- 
rantes, qui a été préalablement rabattu sur un plan de front. 
Soit le plan P défini par les deux droites concourantes {oa, o'a') et 

(06, o'b') ifig. 6). 
Imaginons que ce 
plan ait été rabattu 
sur le plan de front 
F : la charnière est 
alors la frontale 
(ab, a'b'} du plan P^ 
Proposons-nous de 
déterminer les pro- 
jections du point M 
de ce plan, rabattu 
en mj. 

Construisons d'a- 
bord le triangle de 
rabattement o'co'o^ 
du point (0. o') en 
abaissant la perpen- 
diculaire oV sur 
a'b' et en portant 
sur la parallèle me- 
née par 0' à a'b' 
la longueur o'o2 égale à la distance owi des projections horizontales 
du point (0, 0') et de la charnière. L*angle o'tsi'o^ est alors l'angle de 
rabattement p de tous les points du plan P (3, Rem. I). Par suite» 
si du point m\ on abaisse la perpendiculaire m\ii' sur la projection 
verticale a'b' de la charnière et si, par le pied fi' de cette perpendi- 
culaire, on mène la parallèle [l'm^ à w'og, la direction de celte paral- 
lèle est évidemment celle de l'hypoténuse du triangle de rabattement 
du point cherché; comme d'autre part, en vertu de la règle du triangle 
rectangle (2). cette hypoténuse a pour longueur m'jfJL', si l'on décrit 
l'arc de cercle de centre [i' et de rayon fA'mJ, qui coupe [l'm^ au point 
mj, et si Ton mène ensuite la parallèle m'^m' à a'b', il est évident que 
le triangle [l'm'm'^ ainsi obtenu est le triangle de rabattement du point 




Fig. 6 
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M ; par suite, m' est la projection verticale de ce point et m'm'^ mesure 
la distance de sa projection horizontale à celle de la charnière ; cette 
projection horizontale est donc le point m obtenu en portant sur la 
ligne de rappel du point m! une longueur ynm égale à mfm^, au- 
dessus ou au-dessous de ab suivant le sens adopté pour le rabatte- 
ment du plan P. 

Nous avons, en outre» déterminé dans l'épure le relèvement d'un 
deuxième point N du plan rabattu en n\, en utilisant le relèvement 
du point (m, m') . 

La droite MN, après le rabattement, est projetée en m\n[ ; elle 
rencontre la charnière au point dont la projection verticale est a' et 
dont la projection horizontale s'obtient en rappelant a en a sur ab ; 
comme ce point (x, a') ne bouge pas dans le mouvement de rotation 
du plan P, il en résulte que les deux projections de la droite MN 
sont ma et m'a'. La projection verticale n' du point N rabattu en 
ni se trouve alors à l'intersection de m'a' avec la perpendiculaire 
n'y à a'b' ; quant à sa projection horizontale, on l'obtient en rappe- 
lant n' en n sur ma. 

9. Problème. — Relever un plan de bout rabattu sur le plan ver- 
tical de projection. 

Soit le plan de bout PaQ (flg. 4) supposé rabattu sur le plan vertical 
de projection. ^ 

Proposons-nous de déterminer les projections du point M de ce plan 
supposé rabattu en m\. En vertu de la règle énoncée au n* 5, la pro- 
jection verticale de ce point est le pied m' de la perpendiculaire 
abaissée de m[ sur la trace verticale aQ du plan. D'autre part, en 
vertu de la même règle, la distance m'im' mesure l'éloignement du 
point cherché ; donc la projection horizontale de ce point est le point 
m obtenu en portant sur la ligne de rappel du point m' la longueur 
ynn égale à m'jm' au-dessus ou au-dessous de la ligne de terre, suivant 
le signe de l'éloignement du point M, signe que l'on doit connaître 
a priori, 

EXERCICES 



1. Rabattre sur le plan vertical un plan P déterminé par un point 
(m, m') et une droite de profil définie par deux points (a, a') et 
(6, 6') ; trouver le rabattement du point (m, m'). 
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2. Construire les traces d'un plan défini par les projections (o, o') 
d'un de ses points et le rabattement oj de ce point sur le plan ver- 
tical. 

3. On donne les projections verticales o'a' et o'b' de deux droites 
concourantes OA. et OB et Téloignement du point A.. Construire les 
projections horizontales de ces deux droites sachant que lorsqu'on 
rabat leur plan sur le plan de front passant par A, leur point de 
concours est rabattu en un point donné o\ . 

4. On donne les deux angles a et ^ que font avec la ligne de terre 
les traces d'un plan. Trouver la relation qui doit exister entre les 
lignes trigonométriques de ces angles pour que, dans le rabattement 
du plan sur le plan vertical de projection, le rabattement de la trace 
horizontale du plan se confonde avec cette trace elle-même ou avec 
-aon prolongement. 

5. On donne une droite dans le plan vertical; mener par elle un 
plan de manière que les traces verticale et horizontale du plan for- 
ment un angle de grandeur donnée. Cas où l'angle est droit. 

6^ On donne la trace verticale d'un plan et sur elle deux points 

<a,a;)et(6,ô'). 

Déterminer la trace horizontale du plan sachant que les distances 
des points (a, a') et (6, b') à cette trace ont : i* soit une somme don- 
née; 2* soit une différence donnée. 



CHAPITRE II 
CHANGEMENT DU PLAN HORIZONTAL 



il- 

Théorie du cbangement de plan horizontal. 

10. La théorie du changement de plan verticaLa déjà été faite 
(I, a34 et suivants) et les applications traitées (I, a4i et suivants) en 
ont démontré Tintérèt. 

On peut aussi changer le plan horizontal de projection. Le plan de 
projection qui le remplace est toujours perpendiculaire au plan ver- 
tical, mais en général il n'est plus perpendiculaire à la direction des 
verticales du premier système ; on l'appelle cependant le nouveau 
plan horizontal de projection. 

11. Le problème général qui se pose dans le changement de plan 
horizontal est le suivant : 

Connaissant les projections d'une figure F sur deux plans de projec- 
tion H et V, trouver les nouvelles projections de cette figure, lorsqu'on 
a remplacé le plan horizontal H par un autre plan de projection Hi 
perpendiculaire à V. 

La solution de ce problème repose sur les deux remarques sui- 
vantes : 

1° Comme le plan vertical de projection V ne change pas, les pro- 
jections verticales des points de la figure F ne changent pas. 

a** Pour la même raison, les éloignements de ces points, c'est-à- 
dire leur distance respective au plan vertical V, sont invariables. 

Mais, après un changement du plan horizontal, les lignes de rap- 
pel n'ont plus dans l'épure la même direction et les nouvelles cotes 
sont, en général, différentes des anciennes. 
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12. Problème I . — Effectuer le changement de plan pour un point 
donné A (/îy. 7 et 8). 

Soit Hj le nouveau plan de projection perpendiculaire à V ; il est 
défini dans l'épure {fig, 8) par sa trace verticale ajit/i, qui est la 
nouvelle ligne de terre. 

Soient a et a' les projections du point A sur les plans de projec- 
tion H et V dont l'intersection xy est la ligne de terre primitive. 




Fig. 7 



Fig. 8 



Le point a' reste la projection verticale du point A (11. i*). Les 
éloignements n'étant pas altérés par un changement de plan hori- 
zontal (11, a**), la nouvelle projection horizontale du point A est le 
point Qi obtenu en portant sur la nouvelle ligne de rappel a'ai, per- 
pendiculaire à la nouvelle ligne de terre ojiyi, la distance ai ai égale 
à la longueur aa qui mesurait primitivement Téloignement de A. 

13. Remarque L — On peut placer arbitrairement d'un côté ou 
de l'autre ,de rciyi la nouvelle projection horizontale du point A, 
car le rabattement du plan vertical V sur le plan Hi peut s'effectuer 
à volonté dans les deux sens. Mais, si l'on a besoin d'effectuer le 
changement de plan pour d'autres points, il faut avoir bien soin de 
ne figurer d'un même côté de xiyi que les projections horizontales 
des points dont les éloignements ont le même signe, tandis qu'on 
doit placer de part et d'autre de xiyi les projections horizontales des 
points dont les éloignements sont de signes contraires. 

Ainsi l'éloignement du point (6, b') est évidemment de signe con- 
traire à celui du point (a. a'), parce que les anciennes projections 
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horizontales a et 6 de ces deux points sont de part et d*autre de xy ; 
donc leurs nouvelles projections horizontales ai et 61 devront être 
de part et d'autre de Xiyx. 

14. Remarque U. — Si Ton se donné les projections ai et a' d'un 
point A dans le système ajiyi (c'est là une manière abrégée de dési- 
gner le système des plans de projection Hi .et V), on passe à ses pro- 
jections a et a' dans le système xy par une construction identique 
à la précédente. 



15. Problème II. — Effectuer le changement de plan horizontal 
pour une droite définie par ses deux projections. 

U suffit de faire le changement de plan pour deux points quelcon- 
ques de la droite. 

Dans la figure 9, représentant Tépure de la droite (av, a'v'), le 

changement de plan a été 
,x, ji,f foit : 

1° pour la trace verticale 
(v, v') dont réloignement 
est nul et dont la nouvelle 
projection horizontale est 
par suite le point vi où la 
nouvelle ligne de rappel 
du point v' rencontre 
Xiji ; 

2® pour un point quel- 
conque (a, a') dont la 
nouvelle projection hori- 
zontale est le point ai, obtenu comme il a été dit au n« 12, en 
prenant ai ai = aa sur la nouvelle ligne de rappel. 
La nouvelle projection horizontale de la droite est la droite aiUi . 




Fig. 9 



16. Problème III. — Effectuer le changement de plan horizontal 
pour un plan. 

Il suffit de faire le changement de plan soit pour trois points du 
plan non en ligne droite, soit pour deux droites du plan. 

Dans le cas où le plan donné est défini par ses traces PaQ dans le 
système primitif {fig. 10), on remarque que la trace verticale est 
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Fig. 10 



commune aux deux systèmes, puisque le plan vertical reste le même. 
Les projections de cette trace verticale sont (ajy, aQ) dans le premier 

système, (fl?iyi,. oiQ) dans le 
nouveau. 

Pour effectuer le change- 
ment de plan, il suffit donc 
de déterminer les projections,, 
dans le nouveau système, d'un 
seul point du plan donné pris 
en dehors de la trace verticale. 
On choisit de préférence le 
point (a, a') projeté verticale- 
ment au point de rencontre 
a' des deux lignes de terre.. 
La nouvelle projection hori- 
zontale de ce point s'obtient 
en portant sur la perpendiculaire élevée en a' à a?iyi la longueur 
a'ai égale à a'a (i a). Puisque sa projection verticale a' est sur les deux 
lignes de terre, ce point appartient à la fois aux traces horizontales des 
deux plans dans les deux systèmes de projections; donc la nouvelle 
trace horizontale pPi de ce plan s'obtient en joignant le point ai au 
point p où la trace verticale «Q rencontre a?iyi. 

17. Remarque. — La construction précédente permet d'obtenir 
très simplement la trace horizontale du plan donné dans le système 

xiyi ; mais dans 
J^ çt bien des cas elle 

n'est pas appli- 
cable, parce que 
l'un ou l'autre 
des points p, a 
ou a', est en de- 
hors des limites 
de répure. On 
détermine alors 
la nouvelle trace 

horizoiitale du plan, c'est-à-dire la droite d'intersection avec le nou- 
veau plan horizontal de projection, en cherchant directement les pro- 
jections horizontales, dans le nouveau système, de deux points quel- 
conques de cette droite. 
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Ainsi," pour déterminer la trace horizontale du plan PaQ dans le 
système de projections ariyi (fig. ii), on se donne arbitrairement, 
sur xiyi les projections verticales b' et <;' de deux points de cette 
trace ; on cherche les projections horizontales 6 et c de ces points, 
dans le système œy, en utilisant les frontales du plan (6d, 6'd'). 
(ce, &e') passant par ces points. On en déduit ensuite, comme nous 
l'avons montré au n» 12, les nouvelles projections horizontales 61 
et Cl : la droite 6iCi est la trace horizontale du plan donné dans le 
nouveau système de projections. 

18. Si l'on veut faire un changement de plan horizontal pour une 
figure quelconque, il suffit de chercher les nouvelles projections 
horizontales des points qui définissent cette figure. Ainsi, pour un 
polygone ou un polyèdre, on fera le changement de plan pour tous 
les sommets. 



i II. 

Quelques applications du changement de plan horizontal. 

19. Problème I. — Faire un changement de plan horizontal de 
. , manière à amener 

Jl^ïsrrrV- 1^. ^^^ droite donnée 

(a6, a'b') (fig. la) à 
être horizontale dans 
le nouveau système. 
Pour qu'une droite 
soit horizontale, il 
faut et il suffit que 
sa projection verti- 
cale soit parallèle à 
la ligne de terre. On 
obtient donc un 
système de projec- 
tions dans lequel la 
droite donnée est 
horizontale en pre- 
nant la nouvelle li- 
Fig. 12 gne de terre Xtyi 

parallèle à a'b'. Pour obtenir la nouvelle projection horizontale delà 
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droite, on fait ensuite le changement de plan pour deux quelconques 
de ses points. 

Dans répure {fig. 12), nous avons fait le changement de plan pour 
la trace verticale (a, a') de la droite et pour le point (6, 6') ; les pro- 
jections de la droite, dans le système Xiyi, sont aibi et a'b'. 

20. Conséquences. -— I. On sait (I, aSa^ Rem.) que Tangle d'une 
droite horizontale avec le plan vertical est égal à l'angle aigu que sa 
projection horizontale forme avec la ligne de terre. Par conséquent, 
l'angle aigu biai^i formé par la nouvelle projection horizontale 
biQi avec la ligne de terre Xiyx mesure l'angle 6 de la droite 
donnée avec le plan vertical. 

21. II. — On sait que la distance de deux points d'une droite 
horizontale est égale à la distance de leurs projections horizontales 
{I, 5). Par suite, le changement de plan précédent détermine en 
aifrila distance des deux points (ai, a') (61, b'), c'est-à-dire des deux 
points (a, a') et (6, b'), 

22. III. — On peut utiliser le changement qui vient d'être fait 
pour construire la perpendiculaire menée à la droite (a6, a'b') par un 
point donné (m, m') {fig. la). Pour cela, on détermine la nouvelle 
projection horizontale mt de ce point dans le système de projections 
^lyi ; on est alors ramené à abaisser du point (mi, m') la perpendicu- 
laire sur l'horizontale (ai6i, a'b'}. Or on sait (I, 178, Cas part.) que 
cette perpendiculaire se projette horizontalement suivant la perpen- 
diculaire mini abaissée de mi sur aibi. On rappelle ensuite dans le 
système Xi^i le point «i en n' sur a'b' y puis dans le système xy n' en n 
sur ab : la droite {mn, m'n') est la perpendiculaire demandée. 

23. Problème II. — Changer le plan horizontal de manière qu*an 
plan donné soit vertical dans le nouveau système. 

Pour qu'un plan soit vertical dans un système de deux plans de 
projection, il faut et il suffit (I, lag) que la direction de ses fronta- 
les soit perpendiculaire à la ligne de terre. 

Pour qu'un plan donné dans un système devienne vertical dans 
un autre système, il suffit donc de prendre la ligne de terre qui défi- 
nit le nouveau système perpendiculaire aux frontales du plan. 
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24. Exemple. — Le plan PaQ [fig, i3) est défini par ses deuar 
traces. 

Pour que le plan devienne vertical, il suffit, d'après ce que nou9 

venons de dire, de 
prendre une ligne 
de terre xiyi per- 
pendiculaire à la 
trace verticale aQ. 
Gomme tous les- 
points d'un plan 
vertical se projett ent 
horizontalement sur 
sa trace horizontale 
(I, 129, 4'), en dé- 
terminant la nou- 
velle projection ho- 
rizontale ai d*un 
seul point (a, a') do 
plan (aiai = aa'), et en joignant ai au point p où aQ rencontre 
xiyi, on a immédiatement la nouvelle trace horizontale pPi du 
plan donné. 

25. Conséquences. — I. On sait (1, aaa, a*») que Tangle d'un pla» 
vertical avec le plan vertical de projection est égal à Tangle aigu 
formé par sa trace horizontale avec la ligne de terre. L'angle xt^Vt 
(fig. i3) est donc l'angle du plan donné avec le plan vertical de pro- 
jection. 

26. II. — On a fait remarquer (1, 199, ao) que la distance d'ua 
point donné à un plan vertical est mesurée par la distance de la pro- 
jection horizontale du point à la trace horizontale du plan. 

Par suite, si on se donne un point (m, m') {fig, i3) et si on déter- 
mine sa nouvelle projection horizontale mi, la distance de ce point 
au plan PaQ est égale à la distance mi/ii du point mi à la trace pPi. 



27. Changement des deux plans de projection. — Après avoir 
d'abord changé l'un des plans de projection, le plan vertical par 
exemple, on peut ensuite être amené à changer de plan horizontal. 
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Dans ce cas, il suffit de se donoer dans le deuxième système de pro- 
jections xiyi la ligne de terre x^^ qui sert à définir le nouveau plan 
horizontal ; puis, pour obtenir les dernières projections, on effectue 
les constructions indiquées dans ce chapitre ou dans un chapitre 
précédent (I, a 34 et suivants). 

Nous nous bornerons à cette indication et nous renverrons le lec- 
teur désireux de faire des applications aux exercices 7 et 8 de la fin 
de ce chapitre. 

28. Dans la pratique du dessin, on change fréquemment an seul 
des plans de projection. Par exemple, dans la représentation d*un 
édifice ou d'une machine, pour figurer des détails importants, on 
projette le détail à représenter sur des plans verticaux non parallèles 
au premier plan vertical choisi ; les projections ainsi obtenues s'ap- 
pellent coupes ou profils et la première projection verticale porte le 
nom d* élévation. Dans la représentation d'un édifice, l'élévation est lu 
projection sur un plan vertical parallèle à la façade et les profils sont 
les proj'ections de sections par des plans verticaux perpendiculaires à 
la façade. 

Pratiquement le double changement de plan est plus rarement 
employé. 

EXERCICES 



1. Trouver, par un changement de plan horizontal, l'angle de deux 
plans dont les traces verticales sont parallèles et construire les plans 
bissecteurs de leurs dièdres (on rend les deux plans verticaux). 

2. On donne par leurs projections trois points quelconques. 
Changer de plan horizontal de façon que les nouvelles projections 
Horizontales des trois points soient en ligne droite. 

3. On donne deux droites : changer de plan horizontal de manière 
que leurs nouvelles projections horizontales soient parallèles. 

4. On donne une droite par ses deux projections. Changer de plan 
horizontal de façon que dans le nouveau système la droite soit paral- 
lèle à l'un des plans bissecteurs ou située dans l'un de ces plans. 

5. Par un changement de plan horizontal, amener dans le nouveau 
système de projections : 

lO une droite donnée dans le premier système à être de profil 
dans le second ; 

Cbolletbt Mineur, II. 2 
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ao un plan quelconque dans le premier système à être parallèle à 
la ligne de terre dans le second. 

6. On donne un plan par ses traces. Changer de plan horizontal de 
façon que les nouvelles traces du plan soient confondues sur Tépure. 

7. Par deux changements de plan successifs amener dans le dernier 
système de projections : 

lo une droite quelconque du premier système à être verticale (on 
commence par la rendre de front dans un système intermédiaire) ; 

2° une droite quelconque du premier système à être parallèle à la 
ligne de terre ; 

3° un plan à être horizontal (on commence par le rendre de bout 
dans un système intermédiaire) ; 

4» un plan à être de profil ; 

5o deux droites à être simultanément horizontales; 

6° deux plans à être simultanément verticaux [on rend leur inter- 
section verticale { !*>)]. 

8. On définit un tétraèdre par les projections de ses quatre som- 
mets ; par deux changements de plan successifs, amener sa nouvelle 
projection horizontale à être un parallélogramme. 



CHAPITRE m 

ROTATION AUTOUR D'UN AXE 
PERPENDICULAIRE A UN PLAN DE PROJECTION 



(C)| 



M 



M, 



i I- 

29. Rappelons des résultats vus en géométrie (Grévt, Géométrie 
dans l'espace, n~ 428 et suivants). 

On appelle mouvement de rotation dans l'espace un déplacement 

d'une figure dans lequel tous les points d'une droite D restent fixes. 

Cette droite est dite Vaxe de la 
rotation. Dans ce déplacement 
tout point M de la figure (fig. i4) 
qui n*est pas sur Taxe décrit 
une circonférence (C) dont le 
plan P est perpendiculaire^ Taxe, 
dont le centre est sur l'axe et 
dont le rayon MO est, par suite, 
la distance du point M à l'axe.^ 
Si le déplacement amène M en 

Ml, Fangle MOMi est Vangle de la rotation. 
Pour une rotation déterminée d'une figure, cet angle est le même 

pour tous les points de la figure. 
Pour définir une rotation, il suffit de connaître : lo son axe' ; 20 son 

angle en grandeur et en sens. 

30. Nous allons faire Fépure d'une rotation pour des figures sim- 
ples, mais seulement dans le cas où Vaxe est perpendiculaire à l'un 
des plans de projection H ou V. Dans cette hypothèse le plan P 
(fig. i4) est parallèle au plan H ou V ; par suite la circonférence (C) 
décrite par le point M de la figure et l'angle de rotation MOMi se 
projettent en vraie grandeur sur le plan H ou V ; l'épure du dépla- 
cement est donc facile à tracer. 



D 

Fig. U 
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31. Problème. — Faire tourner un point donné (a, a') {fig- i5) 

d'un angle donné a autour de la verticale v. 

La circonférence que décrit le point (a. a') se trouve dans le plan 

perpendiculaire à Taxe mené par ce 
point, c'est-à-dire dans le plan hori- 
zontal H' du point (a. a'). Son cen- 
tre est le point (o, o') commun à 
l'axe et à ce plan. Cette circonfé- 
rence se projette horizontalement 
en vraie grandeur ; sa projection est 
définie par son centre o et un de 
ses points a ; on peut, par suite, la 
tracer et, comme l'angle de rotation 
se projette en vraie grandeur, en 
portant dans le sens convenu un 

angle ooai égal à l'angle donné a, on obtient en ai la projection 

horizontale du point Ai où est venu le y' *^^ 

point A après la rotation. Gomme le 



Fig. 15 



point s'est déplacé dans le plan hori- 
zontal H', en rappelant ai en aj sur 
H', on obtient la projection verticale 
du point Ai, qui est défini sur l'épure 
par ses projections ai et a\. 



d' 



32. Remarque. — Dans le cas 




^ 



Fig. 17 



Fig. 16 

l'axe de rotation est la droite de 
bout d' (fig. i6), on a une cons- 
truction analogue en échangeant 
les rôles des projections . Le point 
(a, a') décrit dans le plan de front 
F une circonférence projetée ver- 
ticalement en vraie grandeur sui- 
vant la circonférence de centre d 
et de rayon d'à' ; l'angle de rota- 
tion se trouve projeté verticale- 
ment en vraie grandeur en 



a'd'ai; d'où Ton déduit la projection horizontale ai ; le point 
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(a^, a/) est 
rotation. 



là nouvelle position du point (a, a') après la 



33. Problème. — Faire tourner une droite (ab, a'b') d'un angle 
donné % autour de la verticale v (fig. 17). 

Méthode. — Pour définir la nouvelle position de la droite, il suffit 
de définir les nouvelles positions de deux de ses points. 

Dans l'épure de la figure 17, on a effectué les constructions indi- 
quées au n" 3i, qui donnent en (ai, ai) et (5i, b[) les nouvelles posi- 
tions des points (a, a') et (6, iP). La nouvelle position de la droite 
(ab, a'b') est (cri 61, ai 6',). 

34. Remarque I. — Si la droite a un point commun avec Taxe de 

rotation, ce point reste fixe pendant le 
déplacement et pour définir la nouvelle 
position de la droite, il suffit d'en faire 
tourner un seul autre point. 

C'est le cas de la droite (ab, a'b'} 
(fig. 18) qui rencontre la verticale v au 
point (6, 6'j. La rotation amène le point 
(a, a') en (a,, ai) (3i) et la nouvelle 
position de la droite est (a^ô, ai b'). 

35. Remarque II. — Lorsque la 
droite de l'espace tourne autour de 
Taxe vertical, le déplacement que subit sa projection horizontale dans 
le plan de l'épure est une rotation qui a pour centre le pied v de 
Taxe et dont l'angle est égala celui de la rotation dans l'espace. Ceci 
résulte de ce que la projection horizontale à d'un point quelconque 
de la droite (fig. 18) tourne de l'angle a autour du point v, pied de 
Taxe. 

En conséquence pour faire tourner la projection horizontale de la 
droite, il suffit, d'après des constructions connues de géométrie plane, 
d'abaisser du point v la perpendiculaire vh sur la projection ab de 
la droite (fig. i9), de faire tourner le point h de l'angle a autour du 
point V, ce qui l'amène en /ii et de mener en hi la perpendiculaire 
hibi à la droite v/i, ; la droite bihi est la nouvelle projection hori- 
zontale de la droite. 

Le point projeté horizontalement en hi se projette verticalement 
en fii, sur la parallèle à xy menée par le point h' (3i). 




Fig. 18 
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Pour faire tourner un second point de la droite, sa trace horizon- 
tale (a, a') par exemple, on remarque que la nouvelle projection 
horizontale ai de ce point doit se trouver : i» sur la droite 6i/ii, nou- 
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Fig. 19 

velle projection horizontale de la droite ; a° sur la circonférence de 
•centre v et de rayon va (3i). On obtient, d'après cette remarque, 
deux points ai et 02 à l'intersection delà circonférence et delà droite 
h\hi ; mais le point ai convient seul, car dans la rotation l'angle 
avh conserve son sens, ce qui fait rejeter le point a% qui donne un 
angle a^vhi de sens contraire à av/i, tandis que l'angle aivhi a 
même sens que avh . 



ROTATION 



23 



Le point ai se rappelle sur la ligne de terre en ai et on a la nou- 
velle position de la droite en (ai/ii, a\K^. 

36. Puisque la projection horizontale tourne autour du point v, 
elle reste constamment tangente au cercle de centre v qui a pour 
rayon la distance vh du point v à la droite ah. Par suite, elle devient 
deux fois parallèle à une direction quelconque du plan horizontal. 

En particulier, elle peut être rendue : 

1^ soit parallèle à la ligne de terre en 0^/14 et azh^ ; la droite dans 
l'espace est alors de front en (0^/14, aji^) et (03/13, aj/ig) ; 

2° soit perpendiculaire à la ligne de terre en 05/15 et a^h^ ; la droite 
de l'espace est alors de profil en (03^5. d^h'^) et (ae/ie, aé^é)- 

On a, de cette façon, résolu les problèmes suivants : Faire tourner 
une droite autour d'une verticale jusqu'à ce qu'elle soit devenue : i® soit 
de front, a» soit de profil. 

37. En faisant de même tourner une droite autour d*un axe 
de bout, on peut l'amener à être soit horizontale, soit de profil. 

Si dans ces problèmes le choix de l'axe de rotation reste arbitraire, 
on a intérêt à prendre un axe qui rencontre la droite de façon qu'un 
point de la droite reste fixe dans la rotation, ce qui simplifie les 
constructions (34). 



38. Remarque III. 



«1 



En géométrie cotée, où Ton se borne à la con- 
sidération de la projection 
horizontale, on détermine 
d'abord la projection de la 
droite par la construction 
précédente (.'^6) en suppo- 
sant l'axe de rotation ver- 
tical. 

La rotation de l'angle a 
autour du point v amène 
la projection ab en ai 61. 
Dans cette rotation le point 
/i(3) reste à la même cote 
(3i) et vient en /ii(3) 
{fig. ao). 
La remarque suivante permet d'obtenir simplement un second 
point de la nouvelle droite : 




Fig. 20 
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Dans la rotation, Tangle de la droite et de la verticale ne change 
pas ; par suite Tangle de la droite et du plan horizontal qui est le 
complément du précédent reste aussi invariable, or sa cotangente est 
rintervaiie de la droite (I, aa) ; l'intervalle de la droite ne change 
donc pas pendant la rotation autour d*un axe vertical . Par suite, en 
portant sur ai5i, à partir du point /ii, la longueur hiCt égale à l'iny 
tervalle hc de la droite et en l'orientant sur la tangente aibi dans 
le même sens que l'est hc sur la tangente ab, on obtient en ci la 
projection du poinl de la nouvelle droite qui a pour cote a. 

39. Problème. — Faire tourner un plan donné autour d'une ver- 
ticale donnée. 

Méthode. — Pour faire tourner un plan, il suffît de faire tourner 
soit trois points non en ligne droite, soit deux droites concourantes 
ou parallèles situées dans ce plan. 

L'axe de rotation perce en général le plan en un point qui reste 
fixe dans la rotation et qu'on utilise en premier lieu. 

40. Exemple. — Soit àjaire tourner d'un angle donné autour de la 

verticale v un plan 
défini par ses traces 
PaQ (fig, ai). 

On cherche d'a- 
bord le point (o, o') 
commun à l'axe et au 
plan, à l'aide de Tho- 
rizontale {oa, o'a') 
du plan donné. 

Ce point reste fixe 
dans la rotation. 

On fait ensuite 
tourner la trace ho- 
rizontale (aP, xy)\ 
une rotation de l'an- 
gle donné 6 autour 
du point V amène 
aP en Pi^ (35). 
Le plan dans sa nouvelle position est défini par sa trace horizontale 
pPi et le point (o, o'). Si l'on veut construire sa trace verticale, il 
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suffit de mener rhorizontale (o5. oV) du point (o, o') et de déter- 
miner sa trace verticale (6, b'); on obtient la trace verticale ^Qi du 
plan en traçant la droite b'^. 

41. Remarque I. — Dans la rotation, la trace horizontale aP du 

plan reste tangente à la circonférence de centre v et de rayon vh 

(fig. 2i). Elle peut donc être rendue deux fois parallèle à une direction 

quelconque du plan horizontal. 

1° En particulier, on peut Famener à être perpendiculaire à la ligne 

de terre en yPa ou 8P3 
Q (fig, 32); dans la position 

y'Q correspondante le plan est 

y' de bout (I, i3q, a') et 

comme sa trace verticale 
passe par 0' (I, i3o, 4°), 
on l'obtient immédiate- 
ment soit en yo', soit en 
5o'. 

a° La trace horizontale 
peut être rendue parallèle 
à la ligne de terre en P4 
ou P5. Le pl£^n est alors 
parallèle lui-même à la 
ligne de terre. Il est défini 
par sa trace horizontale et le point (0, 0'). 

On a de cette façon résolu les problèmes suivants : Faire tourner 
un plan autour d'une verticale jusqu'à ce qu'il devienne : i" soit de 6o«<; 
a* soit parallèle à la ligne de terre. 

Remarque IL — En faisant tourner le plan autour d'un axe de 
bout, on peut, d'une manière analogue, l'amener à être soit vertical, 
soit parallèle à la ligne de terre. 




42. Remarque III. — Lorsqu'un plan tourne autour d'une vertî-^ 
cale : 

i<» Les horizontales restent horizontales pendant la rotation, par 
suite les lignes de plus grande pente relatives au plan horizontal res- 
tent constamment lignes de plus grande pente ; 

20 Son angle avec la verticale reste invariable, par suite son angle 
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avec le plan horizontal, qui est le complément du précédent, 
«st constant ; il en est de même de la tangente de cet angle, 
qui est la pente du plan, et de sa cotangente qui est l'intervalle du 
plan. 



43. On peut utiliser ces deux propriétés, en géométrie cotée, pour 
faire tourner un plan autour d'une verticale. Soit, par exemple, à 
faire tourner de ôo» autour de la verticale t; un plan défini par son 

échelle de pente P {fig. a3) . 

Considérons Téchelle de pente 
c(o) d(i2) dont la projection Pi 
passe par le pied v de la verticale. 
Faisons-la tourner de 6oo au- 
tour de la verticale v ; le point 
d(ia) situé sur l'axe ne bouge 
pas, le point c(o) vient en e(o) 
(3i) et d'après la propriété si- 
gnalée (42, 1°) la droite d(i2) e(o) est une échelle de pente du 
plan dans sa nouvelle position Pa. 




4i. Problème. — Faire tourner une figure quelconque autour 
d'une verticale ou d'une droite de bout. 

MÉTHODE. — Il faut construire les- nouvelles projections d'un 
nombre de points suffisant pour définir la figure dans sa nouvelle 
position. 

Par exemple, si la figure est un polygone ou un polyèdre, il suffit 
de faire tourner tous ses sommets. 



45. Nous nous sommes bornés à considérer les rotations dont 
l'axe est perpendiculaire à l'un des plans de projection. Nous ferons 
remarquer que le rabattement d'un plan sur un plan horizon- 
tal (I, 176) ou de front (i) est une rotation de ce plan autour d'un 
axe parallèle à un plan de projection dont l'angle est l'angle du 
plan donné avec le plan sur lequel on le rabat. En outre, dans le 
rabattement on se borne à faire tourner les points situés dans le 
plan considéré. 
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i. Faire tourner un point donné : i° autour d'un axe vertical jus- 
qu'à ce qu'il ait un éloignement donné ; 2" autour d'un axe de bout 
jusqu'à ce qu'il ait une cote donnée. 

2. Faire tourner un point donné autour d'un axe vertical donné 
jusqu'à ce qu'il soit à une distance donnée d'une horizontale donnée. 

{Navale,) 

3. Faire tourner une droite donnée autour d'un axe vertical donné 
jusqu'à ce qu'elle soit parallèle à un plan donné. 

A. Faire tourner une droite donnée autour d*un axe vertical jus- 
qu'à ce que sa projection verticale ait une direction donnée. 

5. Faire tourner une droite autour d'un axe de bout jusqu'à ce 
que ses deux projections soient parallèles. 

6. Faire tourner une droite donnée autour d'un axe vertical donné 
jusqu'à ce qu'elle rencontre : 1° une verticale donnée ; a® une droite 
de bout donnée. 

7. Faire tourner ui^e droite donnée autour d'un axe vertical donné 
jusqu'à ce que ses deux projections soient perpendiculaires. 

8. On donne un segment MN dans le plan horizontal, un axe ver- 
tical u et un point (a. a'). Faire tourner MN autour de l'axe jus- 
qu'à ce que les extrémités du segment soient équidistantes du point 
(a, a'). (Baccalauréat) 

9. Par la trace horizontale d'une droite de front donnée, mener 
une seconde droite faisant avec celle-ci un angle donné, telle en 
outre que le segment intercepté sur elle par les deux plans de pro- 
jection ait une longueur donnée. (Baccalauréat.) 

10. I" Faire tourner un plan donné autour d'un axe vertical donné 
jusqu'à ce qu'il passe par un point donné ; 2° faire tourner le point 
autour du même axe jusqu'à ce qu'il soit dans le plan ; 3® relation 
entre ces deux rotations. (Saini~Cyr,) 

il. Faire tourner un plan donné autour d'un axe vertical donné 
jusqu'à ce qu'il soit devenu parallèle à une droite donnée. 

12. Faire tourner un plan P autour d'un axe vertical donné jus- 
qu'à ce qu'il soit perpendiculaire à un autre plan Q. 

(Navale,) 
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13. Faire tourner un point donné autour d'une verticale jusqu'à 
ce que la perpendiculaire abaissée de ce point sur un plan donné 
rencontre une droite donnée. [Navale,) 

14. Faire tourner autour d'un axe' vertical donné un quadrila- 
tère quelconque défini par les projections de ses quatre sommetsjus- 
qu'à ce que sa projection verticale soit un trapèze. 

15. Par une rotation autour d'un axe vertical suivie d'une rotation 
autour d'un axe de bout, amener une droite quelconque à être : 
i» soit parallèle à la ligne de terre; a» soit verticale. (On commence 
par la rendre de front . ) 

16. Par une rotation autour d'un axe vertical suivie d'une rota- 
tion autour d'un axe de bout, amener un plan à être : i*» soit horizon- 
tal ; a** soit de profil. (On commence par le rendre debout.) 

17. Par deux rotations successives, amener deux plans invaria- 
blement liés à être verticaux simultanément. (Par une première rota- 
tion d'axe vertical, on amène d'abord l'intersection des deux plans à 
être de front, puis par une rotation d'axe horizontal, on la rend 
verticale.) 

18. (Géométrie cotée). — Si deux droites ont leurs intervalles égaux, 
on peut amener l'une à coïncider avec l'autre par une rotation autour 
d'un axe vertical. Cas d'exception. Déterminer l'axe de cette rotation ► 

(Saint-Cyr,) 

19. On donne deux plans et un axe vertical; faire tourner les plans 
d'un même angle autour de l'axe de façon que les nouvelles traces 
verticales soient rectangulaires. 

20. Faire tourner un plan donné autour d'un axe vertical donné 
jusqu'à ce qu'il soit à une distance donnée d'un point donné. 

21. Faire tourner un plan autour d'une verticale jusqu'à ce que 
ses deux traces soient : 1° également inclinées sur la ligne de terre; 
a" ou bien dans le prolongement l'une de l'autre. (On utilisera les 
propositions signalées au Tome I> n^' 34 1 et 342.) 



CHAPITRE IV 

APPLICATION DU CHANGEMENT 
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DES ROTATIONS 



DETERMINATION DES DISTANCES 

46. Nous avons déjà montré comment on pouvait déterminer les 
distances à l'aide d'un rabattement (I, 193 et suivants). Nous allons 
reprendre ces questions en utilisant soit un changement 4e plan, soit 
une rotation. 

Distance de deux points. 

47. iMéthode générale. — Pour déterminer la distance de deux 

points, on amène la droite des 
deux points à être parallèle à 
un plan de projection ; leur 
distance se projette alors sur ce 
plan en vraie grandeur. 

48. Problème I. — Soit 
à déterminer la distance des 
deux points (a, a') et (5, b') 

I. Méthode du changement 
DE PLAN. — On fait un chan- 
gement de plan vertical de 
manière à rendre la droite 

de front (I, a4i) ou un changement de plan horizontal de manière 

à la rendre horizontale (19). 




Fig. 24 
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Dans l'épure de la figure a4, oii a changé de plan vertical en prenant 
la nouvelle ligne de terre xiyi parallèle à la projection ab. On a 
déterminé les nouvelles projections a,' et b[ des points donnés en 
portant sur les nouvelles lignes de rappel à partir de a?iyi les lon- 
gueurs a^ai =: 3ta' et ^ib\ = ^b'. 

Comme la droite est de front dans le nouveau système, la distance 
des deux points est égale à la distance alb[ de leurs projections ver- 
ticales. 

49. Remarque. — On aurait pu prendre pour nouvelle ligne de 

terre Xiyt la projection hori- 
zontale ab ; la construction 
à effectuer (fig. aS) ne diffère 
alors en rien de celle à laquelle 
donne lieu le rabattement du 
plan projetant la droite sur le 
plan horizontal de projection 
(I, 196). Il ne faut d'ailleurs^ 
pas oublier que la projection 
verticale dans une épure est 
obtenue par le rabattement 
du plah vertical de projection 
sur le plan horizontal (I, 82). 




Fig. 25 



Les deux méthodes (rabattement ou change- 
ment de plan) ne sont donc pas distinctes 
dans ce cas. 

50. II. MÉTHODE DES ROTATIONS. — SoU à 

déterminer la distance des deux points (a, a') 

et (b, b') (fig. 36). 

Par une rotation autour de la verticale du 
point (a, a') on amène la droite à être de 
front (36). 

Cette rotation laisse immobile le point 
(a, a') qui appartient à Taxe ; elle amène le 
point (b, b') dans la position (61, b[) (3i). 

La distance des deux points est égale à la 
distance a' b'^ de leurs projections verticales. 




::^m', 



Fig. 26 



Remarque. — On aurait pu, d'une manière analogue, amener la 
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droite à être horizontale par une rotation autour de la droite de bout 
du point (a, a'). Après la rotation, la distance cherchée se projette- 
rait alors en vraie grandeur sur le plan horizontal 

51. Problème inverse. — Porter sur une droite donnée une lon- 
gueur donnée à partir d'un point donné. 

On applique les deux méthodes précédentes en faisant les construc- 
tions inverses . 

Soit à porter sur la droite (a6, a'b') et à partir du point (a, a'} une 
longueur donnée o . 

I. Méthode du changement de plan. — Changeons de plan verti- 
cal de manière à rendre la droite de front dans le nouveau système 
(a6, a[b\) ifig. 24 et a 5). Portons alors sur a[b[ et à partir de a\ la 
longueur a\m\ égale à 8, puis rappelons en (m, m') le point m\ ; la 
longueur demandée est projetée en (am, a' m'). 

II. Méthode des rotations. — Faisons tourner la droite (a6, a'b') 
autour de la verticale du point (a, a') jusqu'à ce qu'elle soit devenue 
de front en (ab, a'b\) (fig. 26). Portons sur la droite a'b\ et à partir 
de a' la longueur a'm\ égale à S ; puis par une rotation inverse de 
celle qui a été faite, ramenons la droite dans sa position primitive ; 
le point projeté en m[ vient en (m, m') obtenu en menant la droite 
m[m' perpendiculaire à aa' jusqu'à son point de rencontre m' avec 
a'b', puis la ligne de rappel m'm : la longueur demandée est projetée 
en {am, a' m'). 

Remarque. — Pour construire le point (m, m') on peut aussi rap- 
peler m[ en mi sur abi, puis déterminer le point m par l'intersection 
de la droite ab et de la circonférence de centre a et de rayon ami (3i). 



i II- 
Distance d'un point à un plan. 

52. Méthode générale. — Par un changement de plan ou une rota- 
tion, on rend le plan perpendiculaire a un plan de projection de ma- 
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nière à être ramené à un cas particulier où la détermination de la 
distance est immédiate (l, 199» a*). 

53. I. Méthode du changement de plan. — La question a déjà été 
traitée comme application du changement de plan vertical (I, a 48) et 
du changement de plan horizontal (a6). 



54 . II . Méthode des rotations. — Soit à déterminer la distance du 
point (a, a') au plan défini par les deux droites concourantes {ob, o'b') 
et {oc, o'c') (fi^f. 37). 

Faisons tourner le plan autour de la verticale du point (a, a') jus- 
qu'à ce qu'il soit 
devenu debout (4i). 
Pour cela, déter- 
minons d'abord le 
point d'intersection 
(d. d') de cette ver- 
ticale avec le plan 
donné à l'aide de la 
frontale (e/. e'f) 
(I, lia, a**). Ce point 
(d, d) reste fixe pen- 
dant la rotation. 

Faisons tourner 
l'horizontale (6c,5V) 
du plan donné ; sa 
projection horizon- 
tale reste tangente 
au cercle de centre 
a qui est tangent à la droite bc (36) ; nous arrêtons la rotation lorsque 
la projection horizontale de cette droite est venue en biCi parallèle- 
ment à la direction des lignes de rappel ; le plan est alors rendu 
de bout (4i). 

Le point (c, cf) a pour nouvelle projection verticale ci et la trace 
verticale du plan de bout est la droite d'c\ qui joint les projections 
verticales d' et c\ de deux de ses points (d, d') et (ci, c\), 

La distance du point (a, a') au plan est égale à la distance a'h[ de 
sa projection verticale a' à la trace c\d' (I, 199, a«). 




Fig. 27 
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1 in. 

Distance d'un point à une droite. 

55. Méthode générale. — Par dçux changements de plans succes- 
sifs ou par deux rotations successives, on amène la droite à être perpenr- 
dicalaire à l'an des plans de projection, de manière à être ramené à un 
cas particulier oà la détermination de la distance du point à la droite est 
immédiate (I, ao4). 

56. I. Méthode du changement de plan. — Cas particulier : 
La droite donnée est parallèle à Van des plans de projection. 

Soit à déterminer la dis- 
tance du point (a, a') 
à Vhorizontale (bc, 6V) 
(fig. 28). 

On change de plan ver 
tical de façon que la droite 
soit de bout dans le nou- 
veau système; comme la^ 
droite est horizontale, il 
suffit pour cela de pren- 
dre une ligne de terre Xiyt 
perpendiculaire à la pro- 
jection horizontale cb. 
Tous les points de la droite 
ont alors leurs projections 
verticales confondues en b\ à la distance Pibj = pb' de la nou- 
velle ligne de terre. 

Le point (a, a') a sa nouvelle projection verticale en a\ (oLia\ = aa')^ 
et la distance du point à la droite est la longueur a\b[ (I, ao4). 

57. Cas général. — Pour trouver la distance d'un point à une 
droite quelconque, un seul changement de plan ne suffit plus ; il faut 
en exécuter deux successifs. 

On peut, par exemple, procéder ainsi : 

1° Par un changement de plan horizontal, on amène la droite à 
être horizontale dans le nouveau système (19). 

Chollbt et Mineur, II. 3- 
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20 On est alors ramené au cas particulier qui vient d'être traité (56) 
et on obtient la distance cherchée en changeant le plan vertical de 
projection. 

Nous laissons au lecteur le soin de rassembler sur une même 
-épure les constructions des figures la et a8. 

58. II. Méthode des rotations. — Cas particulier : La droite 
iionnée est parallèle à Van des plans de projection, 

Soil à déterminer la distance du point (a, a') à la droite de Jront 

(5c, b'e') ifig, 39). 

Par une rotation autour de la 
droite de bout du point (a, a'), on 
amène la droite (6c, b'c') à être ver- 
ticale. En effet, dans cette rota- 
tion, la projection verticale de la 
droite reste tangente à la circon- 
férence de centre a' et tangente à 
b'c'. En arrêtant la rotation lors- 
que la projection verticale de la 
droite est en ft/cî perpendiculaire 
à la ligne de terre, on obtient en 
6i et Cl sur bc les projections 
horizontales des nouvelles posi- 
tions des deux points (5, b') et 
^/î, c') (3a). La droite (6iCi, blc[) est verticale, et, comme le point 
(a, a') est resté fixe pendant la rotation, la distance du point à la 
droite est la longueur abi (I, 2o4). 




Fig. 39 



59. Cas général. — Pour trouver la distance d'un point à une 
droite quelconque^ une seule rotation ne suffit plus ; il faut en effec- 
tuer deux successives. On peut, par exemple, procéder ainsi : 

I* Par une rotation autour d'un axe vertical, on amène la droite à 
être de front (36). 

2« On est alors ramené au cas particulier qui vient d'être traité (58) 
-et on obtient la distance chèi-chée par une deuxième rotation autour 
d'un axe de bout. 

Nous laissons au lecteur le soin de rassembler sur une même 
«épure les constructions des figures 19 et 2g. 
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i IV. 

Perpendiculaire oommune à deux droites 

et plus oourte distance. 

60. Problème. — Construire les projections de la perpendicalaire 
commane à deux droites données non situées dans un même plan et 
déterminer leur plus courte distance. 

Solution géométrique. — La perpendiculaire commune à deux 
droites de l'espace AB et CD est une droite rencontrant les deux 
premières à angle droit '; sa direction est donc celle d'une perpendi- 
culaire à un plan parallèle aux deux droites données, ou encore celle 
de la droite d'intersection de deux plans respectivement perpendicu- 
laires à ces deux droites. 

Lorsqu'on connaît la direction de la perpendiculaire commune, 
il ne reste plus qu'à trouver une droite parallèle à cette direction, 
rencontrant les deux droites données [Problème traité (I, 68 et i67)]. 

La plus courte distance des deux droites est la longueur du 
segment de la perpendiculaire commune compris entre les deux 
droites. 

Remarque. — Si on cherche la plus courte distance des deux 
droites et non la perpendiculaire commune, il suffit de mener par 
l'une des droites AB un plan parallèle à l'autre CD ; la plus courte 
distance est la distance d'un point quelconque de la droite CD à ce 
plan. 

61. Solution graphique. — Exemple I. — Soit à construire la per- 
pendiculaire commune aux deux droites (a6, a^b') et (cd, c'd') (fig, 3o). 

Nous suivrons pas à pas la solution géométrique précédente ; nous 
déterminerons : i© la direction de la perpendiculaire commune, 
a* sa position. 

i» Direction de la perpendiculaire commune. — Première méthode. 
— Par un point (o, o') pris sur (ab, a'h') menons la parallèle (oc, o'e') 
à {cd^ c'd') ; le plan déterminé par les droites (a6, a'b') et (oc, o'e') est 
mené par la première droite donnée parallèlement à la seconde. En 
construisant une horizontale (/fi, fh') et une frontale {Jg, fg) de ce 
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plan, et en menant op perpendiculaire k fh et o'p' perpendiculaire à 
fg\ on obtient une droite {op, o'p') perpendiculaire au plan, qui 
définit par suite la direction de la perpendiculaire commune. 

- Deuxième MÉTHODE. — Par un point a 'pris sur a?y, menons aP per- 
pendiculaire à ab et aQ perpendiculaire* à a'b' ; le plan ayant pour 




traces aP et aQ est perpendiculaire à la droite {ab, a'b'). De même, 
en menant par un autre point ^ de xy les perpendiculaires pPi et 
pQi aux droites cd et c'd', on a les traces d'un plan perpendiculaire 
à (cd, c'd'). L'intersection [ij, i'f) de ces deux plans définit la direc- 
tion de la perpendiculaire commune. 

2» Position de la perpendiculaire commune, — On est ramené, 
comme nous Tavons fait remarquer plus haut, à construire une 
droite parallèle à (op, o'p) [ou à {ij, Vf)] et s'appuyant sur les droites 
(ab, a'b') et [cd, c'd): Dans notre épure, les droites (ab, a'V) et 
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(op, o'p') se rencontrent au point {0,^0'), de sorte qu*en appliquant 
les constructions indiquées (I, 167), on est conduit 4out naturelle- 
ment à chercher le point où le plan défini par ces deux droites ren- 
contre la droite (cd, c'd') ; pour cela, on prend, par exemple, pour 
plan auxiliaire le plan de bout c'(£ projetant verticalement (cd, c'd')y 
qui coupe [ah, a!h') au point (g, q') et (op, o'p') au point (r, r') ; qr 
rencontre ed au point n qu'on rappelle en n' sur dd* ; (n, n') est le 
point cherché. La parallèle [nm, n'm!) à (op, o'p') menée par le point 
(n, n') est la perpendiculaire commune demandée ; on vérifie que ses 
projections rencontrent les projections de même nom de la droite 
(a6, a'b') en deux points m et m' situés sur une même ligne de rappel. 

3® PlvLS courte distance. — Pour déterminer la distance des deux 
points (m, m') et (/i, n'), on fait une rotation autour de la verticale 
du point (n, n'), de manière que la projection horizontale de la droite 
des deux points soit parallèle à la ligne de terre en nmi ; le point 
(m, m') prend ainsi la position (mi. m[) (3i) et la distance des deux 
points, qui est la plus courte distance cherchée, est égale à la distance 
n'm[ de leurs nouvelles projections verticales (5o). 

62. Exemple n {Géométrie cotée), — Soit à déterminer la perpen- 
diculaire commune aux deux droites a(3) 6(4) et c(3) d(4) {fig. 3i). 

lO Menons par le point 6(4) la parallèle 6(4) «(3) à CD ; nous déter- 
minons ainsi un plan ABE contenant A6 et parallèle à CD, dont il 
est facile de construire une échelle de pente P. 

Construisons en fh l'inverse de l'intervalle de ce plan fl, 78) ; toute 
perpendiculaire au plan ABE se projette suivant une parallèle à P, 
son intervalle est fh et les cotes vont en croissant sur sa projection 
dans le sens de / vers h. Par les points a(3) et c(3) on peut alors 
mener immédiatement les perpendiculaires a(3) i(4) et c(3)/(4) au plan 
ABE ; ces droites sont parallèles à la droite /(3) h(^) et les plans ABI, 
CDJ sont les plans menés parallèlement à sa direction par les droites 
données ; les horizontales de cote 4 de ces deux plans se coupent au 
point A:(4) et leur intersection est la parallèle /(3) /c(4) menée par ce 
point à la droite /(3) /i(4) ; cette droite est la perpendiculaire com- 
mune cherchée. Comme vérification, on s'assure qu'elle rencontre 
les deux droites données aux points projetés en m et n (I, a8). 

3« La plus courte distance des deux droites est la distance des points 
de la droite ^(4) ^(3) projetés en m et n ; on obtient sa vraie gran- 
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deur en rabattant le plan vertical projetant cette droite sur le plan 
horizontal de cote 4* Le point /r(4) ne bouge pas, le point 2(3) se 




, Fig. 31 

rabat en V à une distance de la charnière égale à une unité de l'é- 
chelle ; on en déduit le rabattement kV de la droite et les rabatte- 
ments m' et n' des deux points considérés ; m'n* est la plus courte 
distancé cherchée. 

63. Cas particuliers. — Lorsque les deux droites données pré- 
sentent des particularités telles que la direction de la perpendiculaire 
commune soit connue a priori, les constructions précédentes se 
trouvent notablement simplifiées. 



64. Premier cas. — L*ane des droites est perpendiculaire à l'un 
des plans de projection. 

Exemple I. — Soit à déterminer la perpendiculaire commune à 
la verticale (o. o'z') et à la droite (ab, a'b') {fig, 3a). 

10 La droite cherchée devant être perpendiculaire à la verticale 
(o, o'z') et la rencontrer, est une horizontale dont la projection hori- 
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zontale passe par le point o, trace de la verticale donnée ; de plus^ 
cette horizontale forme avec (a5, a'6') un angle droit qui se projette 

horizontalement suivant un angle droit 
(I, 70). D*où on conclut que la projec- 
tion horizontale de la perpendiculaire 
commune est la perpendiculaire ont 
abaissée de sur ab ; quant à sa projec- 
tion verticale, on l'obtient en relevant 
en m', sur a'b\ le point m où om ren- 
^ contre ab, et en menant par m' la pa- 
rallèle mW à xy. 

2* La perpendiculaire commune 
(m/i, m'n') aux deux droites précédentes 
élant horizontale et rencontrant ces 
droites aux points (m, m';, {n, n'), leur 
plus courte distance se projette hori- 
zontalement en vraie grandeur, elle est mesurée par le segment mn. 

Remarque. — On procède de la même manière si Tune des droite» 
est de bout. 




c[ 



âr 



n' 



d' 




Fig. 33 



68. Exemple H. — Le raisonnement précédent montre qu'e» 

géométrie cotée on obtient la projection de la 

perpendiculaire commune à la verticale de trace 

horizontale et à la droite 0(2) 6(3) (fig. 33) en 

menant par la perpendiculaire om k ab; la 

cote de cette 
droite qui est ho- 
rizontale est celle 
du point M où elle 

rencontre AB, environ a, 4 dans notre 
épure. La plus courte distance des deux 
droites est mesurée par la longueur om^ 

66. Deuxième cas. — Les deux droi^ 
tes sont parallèles à Vun des plans de 
projection. 

Exemple I. — Soit à déterminer la 
perpendiculaire commune aux deux^ 
horizontales (ab, a'b') et {cd^c'd'). {fig, 34). 



W^ 



b' 




Fig. 34 
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i^ Les plans parallèles aux deux droites étant horizontaux, la per- 
pendiculaire commune cherchée est verticale (60), et comme elle doit 
rencontrer les deux droites données, sa trace horizontale est néces- 
sairement le point . où se rencontrent leurs projections horizontales 
ab et cd\ quant à sa projection verticale o'z\ elle est dirigée suivant 
la ligne de rappel du point 0. 

a* La perpendiculaire commune aux deux droites étant verticale, 
la plus courte distance se projette verticalement en vraie grandeur ; 
elle est mesurée par le segment m'n' intercepté sur o'z' par a'b' et cfd'. 

Remarque. — On procède de la 
même manière si les deux droites sont 
de front . 




Échelle 



67. Exemple H. — De même, en géo- 
métrie cotée, la perpendiculaire com- 
mune aux deux horizontales 0(2) 6(2) 
et c(4) d(4) est la verticale qui a pour 
trace horizontale le point commun à 

leurs projections ab et cd ifig. 35). Leur plus courte distance est la 

distance des points m(2} et 



Piç. 
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35 



n(4) des deux droites dont les 
projections coïncident avec ; 
cette distance est égale à la 
différence des cotes des deux 
horizontales , c'est - à - dire à 
a unités de l'échelle. 

68. Troisième cas. — Les 

projections horizontales des 
deux droites sont parallèles. 

Exemple I. — Soit à déter- 
miner la perpendiculaire 
commune aux deux droites 
{ab, a'b') et {cd, c'd') (fig. 36) 
•dont les projections horizon- 
tales sont parallèles . 

I» Plus courte distance. — 
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Il est facile d'obtenir a priori la plus courte distance des deux droites. 
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En effet, le plan vertical qui a pour trace horizontale ab contient 
la droite (ab, a'b') ; il est parallèle à la droite (cd, c'd!) ; par suite 
(60, Rem.), la plus courte distance cherchée est égale à la distance 
d'un point quelconque {g, g') de la droite (cd, c'd') au plan vertical 
de trace horizontale ah. Cette distance s'obtient immédiatement en 
gh (I, 199, a*) en abaissant de la projection horizontale g du point 
{g, g') la perpendiculaire gh sur la trace horizontale ab du plan ver- 
tical. 

La plus courte distance de deux droites à projections horizontales 
parallèles est donc égale à la distance de leurs projections horizontales. 

a^ Perpendiculaire commune. — La direction des plans parallèles à 
ces droites est celle des plans qui les projettent horizontalement ; il 
en résulte (60) que la perpendiculaire commune cherchée est une ho- 
rizontale dont la projection horizontale est perpendiculaire à la direc- 
tion commune de ab et cU (fig. 36). Pour la construire en position, on 
applique alors la méthode générale (I, 167) ; par un point quelconque 
(p, p') pris sur {ab, a'b') on mène l'horizontale (pq, p'q') parallèle à 
la perpendiculaire commune cherchée, puis en utilisant comme plan 
auxiliaire le plan de bout c'd' projetant verticalement {cd, c'd'), on 
cherche le point (n, n') où cette dernière droite rencontre le plan dé- 
terminé par (ab, a'b') et (ed, c'd') ; la projection horizontale de la 
perpendiculaire commune est alors la droite nm perpendiculaire à 
ab, et sa projection verticale est la droite n'm', parallèle à xy, on 
vérifie que ces projections rencontrent les projections de même nom 
de la droite (ab, a'b') en deux points m et m' situés sur une même 
ligne de rappel. 

Le segment horizontal {mn, m'n') se projette horizontalement en 
vraie grandeur ; mn est donc égale à la plus courte distance des 
deux droites ; ce qui vérifie bien les considérations a priori 
du 10. 

On procède de la même manière lorsque les projections verticales 
des deux droites données sont parallèles entre elles . 

69. Exemple H. (Géométrie cotée). — Soit à construire la perpendi- 
culaire commune aux deux droites a(a)6(3) et c(a)d(3) dont les pro- 
jections ab et cd. sont parallèles {fig. 37). 

i® Les plans verticaux projetant chacune des deux droites étant 
parallèles, la perpendiculaire commune est perpendiculaire à ces 
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plans (6o) ; c'est donc une horizontale dont la projection est perpen- 
diculaire à ab. Or nous avons vu (I, 6i) 
que les projections de toutes les horizon- 
tales s*appuyant sur les deux droites con- 
courent en un point ta, que nous savons 
déterminer ; la perpendiculaire commune 
étant une de ces horizontales, sa projection 
est la perpendiculaire mn abaissée de (d sur 
ab ; on obtient sa cote en cherchant celle 
du point M où elle rencontre la droite 
a(a)b(3). 

2^ La plus courte distance des deux 
droites est mn, puisque la droite MN est 
une horizontale. 

Ce résultat avait d'ailleurs été établi a 
Figi* 37 priori par la démonstration du no 68, i®. 

70. Quatrième cas. — L'une des droites est horizontale. Vautre est 
de front. 
Soit, par exemple, à déterminer la perpendiculaire commune à 

l'horizontale {ab, a'h') et à la 
droite de front (cd, c'd') (fig. 38). 
I*» La droite cherchée faisant un 
angle droit avec chacune des 
droites données, sa projection ho- 
rizontale est perpendiculaire à ab 
et sa projection verticale perpen- 
diculaire à c'd' (1, 170, Rem.), de 
sorte que l'on connaît les direc- 
tions de ses deux projections. 

Pour déterminer la perpen- 
diculaire commune en posi- 
tion, on applique la méthode 
générale (60) ; par un point 
(p, p') de la droite (ab, a'b')^ on 
mène la droite (pqf, p'q') dont 
les projections horizontale et verticale sont respectivement perpen- 
diculaires à ab et c'd\ et on détermine le point (n, n') où le plan 
défini par les droites {ab, a'b') et {pq, p'q') rencontre la droite 
[cd, c'd') ; en menant ensuite nm perpendiculaire à ab et n'm' per- 
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EXTRAIT DE LA PREFACE: 

Les livres peuvent avoir, dans la formation morale des jeunes 
hommes, une sérieuse influence. 

J'ai personnellement gardé la mémoire de lectures, faîtes entre seize 
et vingt ans, qui ont eu une action réelle, sinon décisive, sur la direction 
de ma vie, sur la fixation des règles précises adoptées par moi alors, et 
restées mon invariable guide, au cours des trente années maintenant 
écoulées. 

Ce souvenir, celui plus récent des entretiens que j'ai eus avec mes fils, 
des préceptes dont ils étaient entremêlés ou qui en découlaient naturel- 
lement, m'ont donné l'idée d'écrire un livre pour la jeunesse. 

Je l'entreprends aujourd'hui. 

Ce ne doit pas être un nouveau traité de morale et de civisme, maïs 
simplement le résumé du langage tenu par les pères à leurs enfants, sous 
mille formes, à tout instant, au hasard des conversations familiales. 

Ce sera le livre de mes fils, le livre des jeunes gens qui arrivent à l'âge 
d'homme et que la vie appelle. 

Quel accueil lèront-il à ces pages, aux paroles sérieuses, aux sévères 
conseils qu'elles renferment P 



CHAPITRE V 

APPLICATION DU CHANGEMENT D'UN PLAN 
DE PROJECTION ET DES ROTATIONS 



DÉTERMINATION DES ANGLES 

i I- 
Angle de deux droites. 

71. Méthode. — On peut obtenir l'angle de deux droites concou- 
rantes en amenant leur plan à être parallèle à un plan de projection 
soit par des changements de plan, soit par des rotations autour d'axes 
perpendiculaires aux plans de projection. Si le plan de l'angle est 
quelconque» pour obtenir ce résultat, il faut effectuer soit deux 
changements de plan successifs, soit deux rotations successives, soit 
un changement 'de plan et une rotation. 

Nous n'effectuerons pas complètement toutes les constructions 
qui résultent de cette méthode, car il est de beaucoup préférable, à 
cause de la simplicité des constructions, d'employer la méthode des 
rabattements déjà indiquée (I, aia). 

Nous nous bornerons à développer la méthode dans Iç cas où on 
effectue d'abord un changement de plan vertical, puis une rotation 
autour d'un axe de bout. 

72. Problème. — Soit à déterminer Vangle des deaœ droites concou- 
rantes {oa, o'a') et (06, o'b') {fig, 89). 

lo Par un changement de plan vertical, amenons d'abord le plan 
de Fangle à être de bout dans le nouveau système. 
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Pour cela (I, 344), prenons pour nouvelle ligne de terre une droite 
a?iyi perpendiculaire à la projection horizontale ab d^une horizontale 

{ab, a'b') du plan de 
Tangle. 

Les nouvelles projec- 
tions verticales des 
points (a» a') et (o,« o') 
s'obtiennent en a'i et 
o\ en portant à partir 
de Xii/i sur les nouvelles 
lignes de rappel aai 
et oo)i les longueurs 
(Xia\ = aa' et a)ioi= tl>o^ 
La nouvelle trace ver- 
ticale du plan de Tangle 
est par suite la droite 
a\o\. 

3® Faisons tourner le 
plan de l'angle autour 
de l'axe (ab, a[b[) qui 
est de bout dans le sys- 
tème Xiyi et amenons ce plan à être horizontal. Les points (a, a\) et 
(5, b\) situés sur Taxe restent immobiles. Le point (o, o[) décrit une 
circonférence projetée verticalement en vraie grandeur suivant la cir- 
conférence de centre a[ et de rayon a[o[. Nous arrêtons la rotation 
lorsque la trace verticale àiO\ du plan est venue en a^o^f parallèle 
à la ligne de terre a?jyi. Le point (o, Oj) est alors venu en (02, Og) 
(33) et l'angle des deux droites est projeté horizontalement en vraie 
grandeur en ao^b. 

73. Remarque. — Les constructions qu'on vient d'effectuer ne 
sont autres que celles qu'on fait dans le rabattement du plan de 
l'angle sur un plan horizontal en prenant {ab, a'b') comme char- 
' nière. En efiTet, le triangle a[o\oi2 est le triangle du rabattement du 
point (0, 0') que définit la règle du triangle rectangle (I, 176) et 
le point 02 est le rabattement du point (0, 0'). Il est d'ailleurs préfé- 
rable d'effectuer directement le rabattement signalé, car on évite 
ainsi le tracé de la ligne de terre rriyi et la construction du point 0^. 
Au point de vue graphique, l'application de la règle du triangle rec- 



Fig. 39 
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tangle (I, 276) réalise d'tin seul coup la construction que la méthode 
précédente décompose en deux parties : i* construction du point 
(0, o[); ao construction du point (02, o^). 
Ces considérations justifient ce qui a été dit au n«» 71. 



I II. 
Angle d'une droite et d'un plan. 

74. On à déjà vu (I, aag) que la détermination de Tangle d'une 
droite et d'un plan se ramenait à la recherche de l'angle formé par la 
droite et une perpendiculaire au plan ; l'angle de ces deux droites 
peut s'obtenir par des changements de plans ou des rotations autour 
d'axes verticaux ou de bout (71); mais il est préférable au point de 
vue graphique de faire un rabattement (I, a3o). 

'Nous n'appliquerons les changements de plan ou les rotations qu'au 
cas particulier suivant : 

75. Angles d'une droite avec les plans de projecttou. — On 

a déjà vu (I, a3a, Rem.) que l'angle d'une droite de froM avec le plan 
horizontal est égal à l'angle aigu de sa projection verticale avec la 
ligne de terre et que l'angle d'une droite horizontale avec le plan 
vertical est égal à l'angle aigu de sa projection horizontale avec la 
ligne de terre. 

Par suite, on déterminera les angles que fait une droite avec les 
plans de projection en l'amenant à être successivement parallèle à 
l'un de ces plans soit par un changement de plan (I, a4i ; 19)» soit 
par une rotation (36, 37). 

76. I. Méthode du changement de plan. — Les épures rela> 
tives à ce problème ont déjà été faites (1, a4a) et (19). Nous n'y 
reviendrons pas. 

77. II. Méthode des rotations. — Problème. — Soi7 d déterminer 
les angles de la droite (ab, aV) avec les deux plans de projection 
{fig. 4o). 

1° Pour obtenir l'angle de la droite avec le plan horizontal, amenons 
cette droite à être de front (36) en la faisant tourner autour de la ver- 
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Fig. 40 



ticale du point (a, a'). Cette rotation ne change pas Tangle de la 

droite avec le plan hori- 
zontal (36). La projection 
horizontale h du point 
(6, b') se déplace sur la cir- 
conférence de centre a et 
de rayon ah ; nous l'arrê- 
tons en 6i de façon que 
abi soit parallèle à la ligne 
de terre ; la projection ver- 
ticale du point est alors 
venue en b\ à l'intersec- 
tion de la ligne de rappel 
du point h\ et de la paral- 
lèle menée par h' à la ligne 
de terre (3i). 

La nouvelle position de la droite est (a6i, a'h\) et Tangle de la droite 
avec le plan horizontal est Tangle a'b\b' =. a. 

a° On amène ensuite la droite à être horizontale par une rotation 
autour de la droite de bout du point (a, a'). Dans cette rotation 
Tangle de la droite avec le plan vertical ne change pas. La projection 
verticale b' du point (5, b') se déplace sur la circonférence de centre a' 
et de rayon a'b' ; nous l'arrêtons dans ce déplacement en 62 de 
façon que la nouvelle projection verticale a'62 soit parallèle à la ligne 
de terre ; la projection horizontale du point est alors à l'intersection 
62 de la ligne de rappel du point b'^ et de la parallèle à la ligne de 
terre menée par le point b. La nouvelle position de la droite est 
(a&29 o^b'-i) et l'angle de la droite avec le plan vertical est égal à l'angle 
ahtb = l. 

Remarque. — Les deux longueurs a'b'i et abi sont égales comme 
toutes deux égales à la distance des deux points (a, a') et (6, b') qui 
a été rendue successivement parallèle à chacun des plans de projec- 
tion et par suite se projette en vraie grandeur sur chacun d'eux. 

18 (*). Problème inverse. — Mener par un point donné (a, a') une droite 
faisant avec les plans de projection des angles aigus donnés, a avec H. et ^ avec Y 
i/ig, 41). 



(*) Le texte en petits caractères indique des applications qu*on peut, sans 
inconvénient, négliger dans une première lecture. 
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Nous allons déterminer un second point (&, b') de la droite en reprenant 
en sens inverse les constructions du problème précédent. Pour cela, donnons- 
nous arbitrairement la distance S du point {a, a') au point cherché ; cette 
distance est figurée sur chacune des projections soit en abu soit en a'bl 
ifig.ho) {^^,Kem.). 

Pour cela, construisons d'abord le triangle rectangle adbt {fig. t^^) qui est 
défini en grandeur et en position, car la longueur de son hypoténuse est 
égale à 6 et l'angle aigu en a est l'angle donné, p ; on sait en outre que la 
direction du côté ad est celle de la ligne de terre. 

Construisons ensuite le triangle a'c'b'^^ défini en grandeur par son hypoté- 
nuse a'b^ = 5, son angle c'a'b\ = 90» — a, et en position par la direc- 
tion de a'c' qui est per- 
0' pendiculaire à la ligne de 

terre. On obtient alors 
deux lieux géométriques 
delà projection horizontale 
b en mehant la parallèle à 
la ligne de terre par le 
point 62 et la circonfé- 
rence de centre a et de 
rayon abi î= c'b\, 

II faut en outre remar- 
quer que l'angle p cons- 
truit en dabs aurait pu être 
porté dans le sens con- 
traire à partir du côté ad^ 
ce qui donne comme lieu 
du point 6 la droite mn 
symétrique de la droite 
bib par rapport à ad. 

On peut ainsi obtenir 
en 6, «, /", g quatre pro- 
jections horizontales pour 
le point cherché ; on trouve leurs projections verticales en rappelant ces 
points sur la droite b[c'. Les quatre points (6, 6'), (e, e'), (/", fU (^> 9') *vec le 
point (a, a') définissent respectivement les droites cherchées (abia'b')f(aej a'e'}, 
(af, a'f), {ag, a'g') ; leurs projections horizontales sont deux à deux con- 
fondues, il en est de même de leurs projections verticales. 

79. Discussion. — 1** La construction précédente donne quatre solutions si 
la parallèle à la ligne de terre menée par bi coupe la circonférence de centrç a; 
pour cela, il faut et suffit que la distance du centre à cette droite soit plus 
petite que le rayon de la circonférence, c'est-à-dire 

dbi < c'6j. 
Or les triangles rectangles adbi et a'c'b'^ nous donnent les relations 
dbi = abi sin p = 6 sin p, 
c'6'j = a'b\ sin (90° — a) = 6 cos a, 




Fig. 41 
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d'où la condition 

8 sin p < 8 cos a, 

ou sin p < cos a, 

qui s'écrit sin P < sin (go" — a). 

Or a et p sont des angles aigus ; il en est donc de même de 90» — a, et 
comme les sinus de deux angles aigus sont dans le même ordre de grandeur 
que ces angles, on obtient ? < 90* — »» 

ou a-hP<oo-. (i) 

a» Si les droites lieux du point b sont tangentes à la circonférence, on 
n'obtient plus que deux sotutions ; dans ce cas; dbi = c'b[t d*où l'on déduit 
» , la relation a -h p = 90* . 

Les deux droites obtenues sont 

a'I alors de profil et on les construit 

plus simplement 'flg. 4a) en ra- 
battant le plan de profil du point 

(a, a') sur le plan horizontal de 

y projection, ce qui amène le point 

en Al (I, x85^ a»). On construit 
alors les deux droites ai 6 et aig 
qui font avec aa' l'angle a qui 
est rabattu en vraie grandeur. 
On obtient ainsi les deux droites 
(aft, a'b'), {ag, a'g'), 

30 Les droites lieux du point b 
ne coupent plus la circonférence 
si dbi > c'b[f 

Fig. 42 c'est-à-dire si 

a-|-p>9o«. 
Le problème est alors impossible. 

80. Remarque. — De cette discussion, il résulte que la condilion nécessaire 
et suffisante pour que le pro- 
blème ait des solutions est 

a-f-P < go*- 
11 est facile de mbnlrer a 
priori que cette condition est 
nécessaire. En effet, soient AB 
une droite de l'espace et A 6 
et Ba' ses deux projections 
sur les deux plans H et V 

On sait que l'angle aigu a 
formé par la droite AB avec 
sa projection horizontale est 
plus petit que l'angle a'AB 
qu'elle forme avec une autre 
droite Aa' du plan horizontal (Grévy, Géométrie dans Vespace). Or l'angle a'AB 
est le complément de l'angle a'BA = ^ dans le triangle rectangle Aa'B. 

Chollbt et Mineur, II. 4 




Fig. 43 
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On a donc 
c'esl-à-dire 






8J . Problème. — Mener dans un plan donné par un point donné de 
ce plan les droites faisant un angle donné a avec le plan horizontaL 
Soit un plan défini par deux droites concourantes {oa, &a!) 
0' (oh, o'h') (fig. 44) ; pro- 

posons-nous de mener 
par le point (o, o') les 
droites du plan faisant 
avec le plan horizontal 
un angle donné a. 

Menons d*abord par 
le point (o, o') une 
frontale (oc, o'c') fai- 
sant l'angle donné a 
avec le plan horizontal ; 
sa projection horizon- 
tale est la parallèle oc à 
la ligne de terre menée 
par le point o (I, io6, 2°) 
et sa projection ver- 
et faisant avec la direc- 




Fig. 44 



ticale est la droite o'c' menée par le point o' 

tion de la ligne de terre Tangle donné a (I, aSa, Rem.). 

Faisons maintenant tourner la droite {oc, o'c') autour de la verticale 
du point (o, o') jusqu'à ce qu*uri deuxième point (c, c') de la droite 
différent de (o, o') soit venu dans le plan donné. Dans cette rotation, 
l'angle de la droite avec le plan horizontal ne change pas (38), par 
suite, lorsque la droite aura un nouveau point dans le plan, comme 
elle y a déjà le point (o, o'), elle y sera tout entière et fera bien avec 
le plan horizontal l'angle a. % 

Dans la rotation considérée, le point (c, c') reste dans le plan hori- 
zontal H' où il décrit une circonférence projetée horizontalement 
suivant la circonférence de centre o et de rayon oc (3i). Le plan H' 
coupe le plan donné suivant l'horizontale (hk, h'k'), qui rencontre la 
circonférence précédente aux points {d, d') et (f, f) qui sont les points 
du plan donné avec lesquels le point (c, c') vient coïncider dans la 
rotation. 

Les droites cherchées sont donc les droites (od, o'd') et (o/, o'f) . 
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82. Discussion. — Le problème n'a de solutiotis que si la droite- 
hk rencontre la circonférence de centre o et de rayon oc, ce qui exige 
que le rayon oc soit plus grand que la distance oi du centre o à cette 
droite. 

Or si nous considérons les pentes p et p' du plan donné et de la 

droite cherehée, relativei au plan horizontal, on a (1, ai) 

wo' ^ , u)o' 

p = — r- et p' = — 

01 ^ oc 

car la droite {oi, o'V) est une ligne de plus grande pente du plan 

relative au plan horizontal. 

On ture de là ^ oi = — oc=. —ry 

P p' 

et l'inégalité oc > oi s'écrit 

biO' 0)0' 

d'où Ton' tire " P^-p'- i^) 

Or (I, ai) p == tg p, p'= tg a, en désignant par ^ l'angle aigu 

du plan donné et du plan horizontal. 
Par suite, l'inégalité (i) donne tg ^ > tg a, d'où l'on déduit, en 

tenant compte de ce que ^ et a sont aigus, ^ > a. 
Le problème n'est donc possible que si l'angle que la droite doit 

faire avec le plan horizontal est inférieur à l'angle du plan donné 

avec le plan horizontal. 

83. Remarque. — Le problème précédent est le même que le sui- 
vant : Mener dans un plan, par un point de ce plan, une droite de pente 
donnée par rapport au plan horizontal. Ce dernier problème a déjà été 
traité (I, 45). 

§ IIL 

Angle de deux plans. 

84. Méthode. — On a vu (I, aao, i*) que les angles dièdres for- 
més par deux plans verticaux sont mesurés par les angles que font 
leurs traces horizontales. 

Par suite, on déterminera ces angles en amenant l'intersection des^ 
deux plans à être verticale par des changements de plan ou des rota- 
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tions autour d*axesperpeûdiculaires aux plans de projection. Si les plans 
•donnés sont quelconques, il faut, pour obtenir ce résultat, effectuer 
soit deux changements de plan successifs, soit deux rotations succes- 
sives, soit un changement de plan et une rotation. 

Nous ne développerons pas entièrement toutes les constructions, 
qui résultent de cette méthode, car il est de beaucoup préférable, à 
cause de la simplicité des constructions, d'employer la méthode des 
rabattements déjà indiquée (1, 319). 

Nous nous bornerons à appliquer la méthode en effectuant un 
•changement de plan vertical, puis une rotation autour d'un axe de 
bout. 



85. Problème. — Déterminer les angles formés par deux plans 
définis par leurs traces. 
Soient PaQ, Pi^Qi les deux plans donnés (fig. 45). Leur intersec- 
tion est la droite 
{ab, a'b'). 

i<> Changeons le 
plan vertical de 
projeclion de ma- 
nière à rendre la 
droite (a6, a'6') de 
front dans le nou- 
veau système. Pour 
cela (1, 241), pre- 
nons pour nouvelle 
ligne de terre xiyi 
la droite ab, La 
nouvelle projection 
verticale de la droite 
{ab, a'b*) s'obtient 
•en a\b\, en faisant le changement de plan pour les deux points {a^a') 
«t (6.6'j (1, 236). 

Dans le nouveau système, les deux plans sont définis par leurs 
traces aab[ et ^ab\. 

2* Pour amener l'intersection (ab, a^b^) des deux plans à être ver- 
ticale dans le nouveau système Xiyi, faisons lui subir une rotation 
autour de l'axe de bout (de, d'ie[) situé dans le plan horizontal de 
projection. 




Kig. 45 
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Dans celte rotation, la trace verticale commune aux deux plans 
reste tangente à la circonférence de centre d\ et tangente à la droite 
dfi\. Nous arrêterons la rotation lorsque cette trace est devenue per- 
pendiculaire à la ligne de terre x^yx en a'^h'^ ; les deux plans sont 
alors rendus verticaux (I, 129, a*»); leurs traces horizontales sont les 
droites yc et y^. car les points (d.dj) et (e,e\) situés sur Taxe de la 
rotation n'ont pas bougé et les traces horizontales des plans rendus 
verticaux passent par les projections horizontales d et e de ces deux 
points. 

Par suite, les angles des deux plans sont égaux aux angles que for- 
ment les deux droites y^ et yd. 

Remarque. — Les constructions de Tépure précédente ne diffèrent 
pas de celles qui donnent l'angle des deux plans par le rabattement 
siir le plan horizontal du plan mené perpendiculairement à Tinter- 
section (ab, a'b') par la droite de du plan horizontal (I, a 19). 

Angles d'un plan avec les plans de projection. 

86. Méthode. — On a déjà vu (I, aaa) que les angles formés par un 
plan de bout avec le plan horizontal sont mesurés par les angles 
formés par la trace verticale du plan de bout avec la ligne de terre et 
que les angles formés par un plan vertical quelconque avec le plan 
vertical de projection sont mesurés par les angles que fait la trace 
horizontale du plan vertical donné avec la ligne de terre. 

Par suite, on déterminera les angles d'un plan avec les plans de 
projection en amenant ce plan à être perpendiculaire à l'un des 
plans de projection soit par un changement de plan (a4 ou I, a44), soit 
par une rotation (4i)- 

87. I. Méthode du changement de plan. — Les épures relatives à 
ce problème ont déjà été faites (I, a 4 7) et (a 5). Nous n'y reviendrons 
pas. 

88. II. Méthode des rotations. — Problème — Soit à déterminer 
les angles du plan PaQ avec les deux plans de projection (fig. 46). 

I* Par une rotation autour d'un axe vertical (0, o'z) choisi arbitrai- 
rement, amenons le plan donné à être de bout (4i). Dans cette rota- 
tion, l'angle aigu du plan avec le plan horizontal ne change pas 
{4a, ao). Cherchons le point de rencontre de l'axe et du plan à l'aide 
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de rhorizontale (oa, o'a') et faisons tourner la trace horizontale «P du 
plan autour du point o jusqu'à ce qu'elle soit devenue en pPi per- 
pendiculaire à la ligne de 
terre xy ; le plan est alors 
rendu de bout et sa trace 
verticale est ^o'. Les angles 
du plan avec le plan hori- 
zontal sont donc les angles 
o'^d? et o'py. 

a® Par une rotation au- 
tour de la droite de bout 
du point (o, o'), amenons 
le plan à être vertical (4i). 
Dans cette rotation, Tangle 
du plan avec Taxe de 
bout ne change pas ; par 
suite, il en est de même de 
l'angle aigu du plan avec 
le plan vertical, qui est le complément du précédent. Dans la rota- 
tion, le point (o, o') reste fixe ; la trace verticale aQ du plan tourne 
autour du point o' et nous arrêtons son mouvement lorsqu'elle 
est devenue en yQi perpendiculaire à xy. Le plan est alors rendu 
vertical et sa trace horizontale est yo. Les angles du plan avec le 
plan vertical sont par suite les angles o-^x et oyy. 




89. Problème. — Mener par une droite donnée (ab, a'b') les plans 
faisant avec le plan horizontal un angle donné a {ftg. 47). 

Menons d'abord par le point (a, a') un plan de bout faisant l'angle 
a avec le plan horizontal ; sa trace verticale est la droite Q^ menée 
par a' et faisant Tangle a avec la ligne de terre (I, 222) et sa trace 
horizontale ^P est perpendiculaire à la ligne de terre. 

Puis faisons tourner le plan P^Q autour de la verticale du point 
{a, a') jusqu'à ce qu'il contienne un deuxième point de la droite, sa 
trace horizontale (6, b'), par exemple. Dans une telle rotation, l'angle 
du plan avec le plan horizontal reste fixe ; par suite lorsque le plan 
passera par le point (6, b'), comme il passe déjà par le point (a, o'), 
il contiendra la droite (ab, a'b') toute entière et fera bien l'angle a 
avec le plan horizontal. 
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Dans la rotation considérée, la 'trace horizontale du plan reste tan- 
gente à la circonfé- 
rence de centre a tan- 
gente à la droite fJP. 
Le plan contiendra le 
point (6, 5') lorsque sa 
trace horizontale pas- 
sera par 6; on obtient 
par suite cette trace en 
menant par b les tan- 
gentes 6Pi et 6P2 à la 
circonférence à laquelle 
la trace reste tangente. 
Les plans cherchés 
sont alors définis par la 
droite (a6, a'b') et leur trace horizontale respective (6P1, ooy) ou 
{b?2, xy). ' ■ , 




90. Discussion. — Le problème a des solutions si on peut mener 
par h des tangentes à la circonférence de centre a et de rayon ac, ce 
qui exige 



ah > ac. 



(•) 



Or si nous considérons les pentes p et p' du plan P^Q et de la 
droite (a5, a'h') relatives au plan horizontal, on a (I. 21) 



a'd ^ , a'd 

p = -^ et p = 



ac ' ab 

car la droite (ac, a'c') est une ligne de plus grande pente du plan 
PPQ par rapport au plan horizontal. 
On tire de là 



■et rinégahté (i) s'écrit 



P 



a'd 



a!d ^a!d 
p' '^ p' 



d*où l'on tire 

P>P'> (2) 

Si l'on désigne par a et a' les angles aigus formés respectivement 
par le plan et la droite avec le plan horizontal, on a (I, ai) 

p = tg a, p' = tg a'. 
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Par suite, l'inégalité (a) s'écrit 

d'où l'on déduit, en lenant compte de ce que a et ^a' sont des angles 
aigus, 



91. Remarque. — Le problème précédent est le même que le sui- 
vant : Mener par une droite donnée un plan de pente donnée par rçip- 
port au plan horizontal. Ce dernier problème a déjà été traité (I, 46). 

92. Problème. — Mener par un point donné les plans faisant des angles don- 
nés avec les plans de projection. 

Ce prûblème se ramène à un problème précédent (78) en utilisant une 
propriété déjà signalée (I, 7a) : Si une droite et un plan sont perpendiculaires, 
les angles aigus quHls forment avec un même plan sont complémentaires. Par suite, 
pour mener par un point A les plans faisant avec les plans de projection H 
et y des angles aigus donnes a et p, on construit d'abord (78) les droites 
passant par A et qui font respectivement avec les plans H et V les angles 
900 ^ a et 90** — ^ (compléments des angles donnés) ; puis, en menant 
par A les plans perpendiculaires à ces droites» on obtient les plans cherchés. 

93. Discussion. — On a vu (79) que le problème auquel on est ramené n'a 
de solutions que si la somme des angles que fait la droite avec les deux 
plans de projection est Inférieure ou égale à 90", c'est-à-dire si Tinégalité 

90» — a4-9o«»— p ^90* 
est vérifiée ; la condition nécessaire et suffisante de possibilité du problème 
est donc 

a^-P ^ 90'. U) 

Il y a quatre solutions dans le cas général où a + ^ >. 90** et deux dans 

le cas limite où a -4- p = 90° (79) . 

Remarque. — Il est facile de mon- 
trer a priori que la condition (i) est 
nécessaire. En effet, si on considère le 
trièdre formé par les deux plans de 
projection H et V et un plan PAQ 
qui fait avec eux les angles a et 
{/ig. 48), on sait que la somme de ses 
trois dièdres est supérieure à deux droits 
(Grévy, Géométrie dam l'espace, 4 18). 
On a donc Tinégalité 

a -h p H- 90* > 180°, 
car le dièdre formé par H et V est droit ; d'où Ton déduit la condition 
nécessaire 

a-HP>90''- 




Fig. 48 
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IV. 



Détermination des faceB et des dièdres 
d'un angle trièdre. 

94. Problème — Soit à déterminer les éléments {faces et dièdres) d*un 




Fig. 49 

angle trièdre défini par son sommet s(o) et trois points a(o), 6(o), c(ù) situés sur 
chacune de ses arêtes {fig, Ag).* 

1. Détermination des faces. — i» La face a(o)j(o)6(o) dont le plan 
est horizontal, est projetée en vraie grandeur sur l'épure. 

a*> Pour avoir la vraie grandeur delà face a(o)s(o)c(4), on rabat son plan sur 
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le plan de comparaison autour de la charnière s(o)a(o) . Le point c(4) se rabat 
^I, 177) en Cl sur la perpendiculaire cyi menée par le point c à la projection 
sa de la charnière, et à une distance yid du point yi égale à l'hypoténuse 
du triangle rectangle yicc' qui a pour côtés de Tangle droit la distance cyi 
du point c à la projection sa de la charnière et la longueur ce' égale à la 
-différence des cotes du point c(4) et de la charnière, soit quatre unités de 
réchelle. La vraie grandeur de la face est Tangle asCi. 

30 En rabattant de même le plan de la face b{o)s{o)c{li) sur le plan de com- 
paraison autour de la charnière s(o)6(o), on obtient en Ca le nouveau rabat- 
tement du point c(4), à l'aide du triangle rectangle de rabattement fiCc". La 
vraie grandeur de la face cherchée est l'angle bsd. 



95. Vérification, — Leî deux rabattements précédents donnent en «Ci et sd 
la vraie grandeur de la distance des points s{o) et c(h). On vérifie l'égalité 
■de ces deux longueurs en traçant un arc de cercle de centre s et de rayon sd 
et en constatant qu'il passe par le point C2. 

Cette remarque sera utilisée plus loin . 



96. n. Détermination des dièdres. — x" On sait (l, 178, Rem. II} 
que les triangles de rabattement déterminent incidemment l'angle formé par 
le plan rabattu avec le plan horizontal sur lequel on rabat. Cette remarque 
montre qu'on a déterminé en cytc' et cy^c' dans les deux triangles de 
rabattement du point c(/i) les vraies grandeurs des angles rectilignes des 
dièdres d'arêtes s(o)a(o) et *(o)6(o). 

a*» Pour construire le rectiligne du dièdre d'arête s(o)c(4), menons la per- 
pendiculaire à celte arête, par le point c(4), dans chacune des faces qui la 
contiennent. Pour cela, utilisons les rabattements de ces faces ; la perpendi- 
<;ulaire située dans la face a(o)s(o)c{li) se rabat sur le plan horizontal' suivant 
la droite Cid menée par le point Ci perpendiculairement au rabattement sCi 
de l'arête s{o)c{k). De même, la perpendiculaire contenue dans la face 
6(o)5(o)c(4) est rabattue suivant la droite Gs/", menée par le point C3 per- 
pendiculairement au rabattement «C2 de l'arête *'(o)c(4). 

Pour obtenir la vraie grandeur du rectiligne ainsi défini par ses côtés 
<){U)d(o) et c{t^)f{o)y on rabat son plan sur le plan de comparaison autour de 
la charnière d{o)f{o) . On remarque que les longueurs dCi et fd sont les 
vraies grandeurs des deux côtés d(o)c{it) et f(o)c(k) du triangle e{l^)d(o)f(o)f et 
que ces vraies grandeurs vont se retrouver dans le nouveau rabattement ; 
par suite, le nouveau rabattement C3 du point c{li) est à l'intersection des 
circonférences décrites des points d et f comme centres avec les rayons res- 
pectifs dCi et ^Câ. L'angle dC^f est la vraie grandeur du rectiligne cherché. 

97. Vérifications. — i* Gomme la droite s(o)c(4) est perpendiculaire au 
plan d{o)c{l\)f{o)t sa projection se doit être perpendiculaire à la trace horizon- 
tale df de ce plan (I, 169). 

2" Le rabattement G3 du point c(4) autour de la charnière d(o)f(o) doit se 
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trouver sur là perpendiculaire abaissée du point c sur la droite df^ perpen- 
diculaire qui n'est autre que la droite se, 

3<* D'après la règle du rabattement (I, 176), la longueur Y3G3 doit être égale 
à l'hypoténuse d'un triangle rectangle qui a pour côtés de l'angle droit la 
longueur cy, et la cote du point c{!\). Cette vérification n'a pas été indiquée 
sur répure, pour éviter de la surcharger. 



98. Problème inverse. — Connaissant les trois faces d'un irièdre, con- 
struire la projection cotée de ce trièdre. 

Nous nous bornerons au cas où Tune des faces est dans un plan horizontal. 
Cette face se projette en vraie grandeur suivant l'angle a{o)s{o)b{o) (fig. 5o), 
qui esc égal à l'un des trois angles donnés et dont la position sur l'épure 

a été choisie arbitrairement. 
Mettons en évidence sur l'épure 
lés. deux autres faces du trièdre 
en figurant leurs rabattements 
sur le plan de comparaison au- 
tour des charnières s(o)a(o). et 
*(o)6(o) ; pour cela, figurons les 
angles a{o)s{o)x et b(o)s{o)y égaux 
respectivement aux deux autres 
faces du trièdre. Les deux droi- 
tes SX et sy sont les rabatte- 
ments de la troisième arête SG du 
trièdre autour des deux char- 
nières considérées ; pour obtenir 
les deux rabattements Ci et d 
d'un point C de cette droite, on 
utilise la remarque faite au n^ 96 
en prenant sur sx et sy deux 
longueurs égales sCi et SC2. 11 
reste alors à effectuer les cons- 
tructions inverses de celles qui 
ont servi à déterminer les vraies 
grandeurs des faces lorsque la 
projection du trièdre est don- 
née (94). 

Les perpendici:flaires CiYi et 
G2Ya abaissées des rabattements 
Cl et Gs sur les charnières sa et sb 




Échelle 



Fig. 50. 



se coupent au point c, projection du point C rabattu en Ci et G2. 

La cote de ce point se détermine en ce' en construisant le triangle rec- 
tangle cyic' du rabattement du point Ci, dans lequel on connaît un côté de 
l'angle droit cyi et Thypoténuse ^iGi (I,* 176). 

La troisième arête du trièdre est alors définie par le point s{o) et le point 
projeté en c et qui a pour cote la longueur ce'. Comme cette cote peut être 
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prise indifféremment positive ou négative, on obtient en général deux trièdre» 
symétriques par rapport au plan de comparaison. 

99. Discussion. — On a vu en Géométrie que les faces d*un trièdre remplis- 
sent nécessairement les deux conditions suivantes: 

i*> la plus grande face est plus petite que la somme des deux autres; 

a"* la somme des trois faces est plus petite que quatre angles droits. 

Nous allons montrer, à l'aide de la construction précédente, que ces con- 
ditions sont suffisantes pour qu'avec trois faces données on puisse construire 
un trièdre. . . 

En effet, cette construction détermine, sans aucune condition, la projec- 
tion' c par l'intersection des deux perpendiculaires dyi et Gays aux droite» 
concourantes sa et sb. Mais la construction du triangle rectangle cyic', qui 
sert à trouver la cote du point projeté en c n'est possible que si la longueur 
CTi du côté de l'angle droit est plus petite que celle de l'hypoténuse GiYi. Or 
dans la circonférence de centre s et de rayon sGi, la corde GiyiDi perpendi- 
culaire au rayon sa, a son miiieu au point yi, le problème n'est donc possible 
que dans le cas où le point c est à l'intérieur de cette circonférence, 
puisqu'on doit avoir yic <; yxDi. 

Supposons que la face projetée en asb soit la plus grande des trois face& 
données ; l'arc EF, qui a môme mesure que cette face, est plus grand que 
les arcs Ed = ËDi et FGs = FDs qui ont même mesure que les deux 
autres faces ; par suite les deux points Di et Ds se trouvent sur l'arc EF. 

En outre, comme la face asb est supposée plus petite que la somme des 
deux autres, les deux arcs EDi et FDs doivent empiéter l'un sur l'autre. 
Par suite, si un mobile décrit la circonférence à partir du point Gi dans le 
sens GiE, il rencontre les points dans l'ordre GiED2DtFG2 et atteint Ga 
avant d'être revenu au point Gi, car la somme des trois faces étant supposée 
inférieure à quatre droits, la somme des arcs GiE, EF, FGs est plus petite 
qu'une èirconférence. Par suite de cette disposition, les cordes GiPi, CsDs se 
coupent bien en un point c intérieur à la circonférence et le problème est 
possible. 

100. Application : Réduction d*un angle à Vhorizon. —On désigne sous ce 
titre un problème qui se présente à chaque instant lorsqu'on fait la carte 
d'un pays. Il est signalé dans le Traité de Géométrie descriptive composé 
par Monge, pour l'usage des élèves de l'École Normale supérieure (édition 
de i8u). 11 y est présenté en ces termes : 

« Lorsqu'on se propose de lever la carte d'un pays, on conçoit ordinaire- 
ment que les points remarquables soient liés entre eux par des lignes droites 
qui forment des triangles, et il s'agit ensuite de rapporter ces triangles sur 
la carte, au moyen d'une échelle plus petite, et de les placer entre eux dans 
le même ordre que ceux qu'ils représentent. Les opérations qu'il faut faire 
sur le terrain, consistent principalement dans la mesure des angles de ces 
triangles ; et pour que ces angles puissent être rapportés directement sur la 
carte, ils doivent être chacun dans un plan horizontal, parallèle à celui de la 
carte. Si le plan de l'angle est oblique sur l'horizon, ce n'est plus Tangle lui- 
même qu'il faut rapporter, c'est sa projection horizontale; et il est toujours 
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possible de trouver celle projection^ lorsqu'après avoir mesuré l'angle lui* 
même, on a de plus mesuré ceux que ses deux côtés forment avec Thorizon, 
ce qui donne lieu à l'opération suivante, connue sous le nom de réduction 
d*un angle à Vhorizon, x> 




101. Problème. — Étant donné Vangle a formé par deux droites concou- 
rantes et les angles p e< y 
qu*elles forment avec le plan 
horizontal, construire la pro- 
jection horizontale du premier 
de ces angles. 

Soient dans l'espace l'angle 
GAB et sa projection horizon- 
tale GaB {/ig, 5i); on remar- 
quera que dans le trièdre 
d'arêtes Aa, AB, AG, on con- 
naît les trois faces 

pig. 51 GAB = a^ -CAÎ = go-»- y, 

BAa = go" — p, 
•et qu'on cherche à déterminer le rectiligne GaB du dièdre d'arête Aa. 
On est ramené aux problèmes traités aux numéros g6 et g8 ; nous allons en 

reprendre la solution 

(^^ en plaçant tes données 

^^</\ dans les positions 

^^^' / \ qu'impose l'énoncé. 

Plaçons la fsice 

aAB = go» — p 
dans le plan vertical 
de projection, de façon 
/ que l'arête Aa soit ver- 

/^^ J^' ticale. La face consi- 

\C' / h y dérée se projette en 

vraie grandeur suivant 
l'angle adh' dont le 
côté ad est perpendi- 
culaire \i la ligne de 
terre </îgi. 5a). On ra- 
bat ensuite en ô'a'Gj 
et aa'Gi sur le plan 
autour des charnières a'6' et 






-V\ 



^ X \ I 
\ ^-^ \A" 

^-^ Je 

Fig. 52 
vertical les deux autres faces 



« et go" — y 

da. Puis, par la construction indiquée au n» g8, on prend sur les deux 
rabattements de la troisième arête deux longueurs égales a'Gi = a'Ga ; les 
perpendiculaires abaissées des points Gt et G2 sur les charnières correspon- 
dantes se coupent au point c', projection verticale d'un point de la troisième 
■arête. 
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Pour trouver la projection horizontale c de ce point, on remarque que la 
charnière aa' du rabattement de la face 90" — y est verticale, le déplace- 
ment qui amène le point d en (c, c') est donc une rotation autour de Taxe 
vertical aa'. 

Un lieu géométrique de la projection horizontale c du point C est donc la 
circonférence qui a pour centre la trace horizontale a de l'axe de rotation et 
pour rayon aCi {3i). Ce lieu coupe la ligne de rappel du point c' au point 
cherché c. L'angle réduite l'horizon est ainsi obtenu en cab. 
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1. Déterminer par un changement de plan horizontal l'angle de 
deux plans dont les traces verticales sont parallèles. (On rend les deux 
plans verticaux.) v 

2. Un plan est défini par ses traces et une droite par ses deux pro- 
jections, la projection horizontale de la droite est perpendiculaire à la 
trace de même nom du plan. Trouver l'angle de la droite et du plan 
par un changement de plan vertical. 

3. Construire les droites passant par un point donné et faisant avec 
la ligne de terre et une horizontale donnée des angles donnés. (La 
construction revient à celle d'un trièdre dont on connaît les trois 
faces.) 

à. Construire les projections d'un trièdre dont on se donne une 
face située dans un plan horizontal et en outre : 

i^ soit les deux dièdres adjacents à cette face; 

a° soit les pentes des deux autres faces ; 

3° soit une deuxième face et le dièdre qu'elle forme avec la face 
horizontale ; 

4° soit une deuxième face et le dièdre qui lui est opposé. 

5. Trouver la projection verticale (ou la graduation) d'une droite 
dont on donne la projection horizontale sachant qu'elle fait des angles 
égaux avec deux droites données. 

6. Construire les droites parallèles à un plan donné, rencontrant en 
outre deux droites données et faisant avec elles des angles égaux. 

(Baccalauréat.) 

7. Mener par un point donné les droites faisant avec deux droites 
données des angles égaux et orthogonales à une troisième droite. 

8. On donne un point et trois droites. Mener par le point une droite 
faisant des angles égaux avec les trois droites. 
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9. Mener par un point donné les droites parallèles à un plan donné 
et faisant des angles égaux avec deux plans donnés* 

10. Mener par une droite donnée les plans faisant des angles égaux 
avec deux plans donnés. {On démontre d'abord que les plans cher- 
chés sont perpendiculaires à l'un des plans bissecteurs du dièdre 
formé par les deux plans donnéâ.) 

li . Mener par un point donné les plans faisant des angles égaux 
avec trois plans donnés. 
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102. I» On démontre en Géométrie que la projection orthogonale 
d'un cercle sut un plan P qui n'est ni parallèle ni perpendiculaire 
au plan du cercle est une ellipse ayant pour centre la projection du 
centre du cercle ; le grand axe et le petit axe de cette ellipse sont res> 
pectivement les projections du diamètre du cercle parallèle au pian 
de projection et du diamètre perpendiculaire au précédent. Il en 
résulte que la longueur du grand axe de Tellipse est celle du dia- 
mètre de la circonférence projetée. 

a<> Si le plan du cercle est parallèle au plan de projection, la pro- 
jection se fait alors en vraie grandeur suivant un cercle éfiel au cercle 
donné et qui a pour centre la projection du centre. 

30 Si le plan du cercle est perpendiculaire au plan de projection, la 
projection se réduit à un segment de droite égal au diamètre (I, 9). 



6' H 



103. Problème. — Soit à construire les projections du cercle situé 

dans le plan horizontal H {fig, 53) et 
dont le centre est le point (0, o'). 

La projection horizontale est le 
cercle de centre et de même rayon 
que le cercle donné La projection 
verticale est le segment a'b', projec- 
tion verticale du diamètre (ab, a'6') 
parallèle au plan vertical. 




Fig. 53 



104. Tangente à la projection 
d'une courbe. — Théorème. — La 

tangente en un point M d'une courbe F a pour projection sur un plan 
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Fig. 54 



P la tangente à la courbe 7, projection de T sur le même plan, au point 

m, projection de M (fig. 54). 

Soient M et N deux points 
de la courbe r, m et n leurs 
projections sur le plan P ; la 
droite mn est la projection de 
MN. Si le point N se rappro- 
che indéfiniment de M, le 
point n se rapproche égale- 
ment du point m ; les droites 
MN et mn ont pour posi' 
tîons limites les tangentes MT et mt aux courbes r et v ; mn ne 
cessant pas d'être la projection de MN, mt est par suite la projection 
de MT. 

Remarque. — Le théorème est en défaut si la droite MT est per- 
pendiculaire au plan P, car sa projection se réduit alors à un point. 

105. Problème. — Déterminer les projections horizontale ei verti- 
cale d'un cercle dont on connaît le plan, le centre et le rayon. 

Soit par exemple à trouver les projections d'un cercle de rayon 
donné R situé dans le plan PaQ défini par ses traces (^^f. 55) et dont 
le centre se projette horizontalement en 0. 

Méthode. ^ — Pour obtenir des points et des tangentes sur chaque 
projection, on construit le rabattement du cercle sur un plan horizontal 
ou de front, on définit sur ce rabattement les points et les tangentes qu'on 
veut obtenir et on détermine ensuite leur relèvement. 



106. X* Construction d'un rabattement du cercle. — Dans 
répure de la figure 55, nous avons d*abord déterminé la projection 
verticale 0' du centre à l'aide de l'horizontale (ra, r'a'). Puis nous 
avons rabattu le plan du cercle sur le plan horizontal de projection ; 
le point (a, a') se rabat en Ai à Tintersection de la perpendiculaire à 
la charnière aP menée par le point a et du cercle de centre a et de 
rayon aa' (I, i83). L'horizontale du centre (0, 0') a pour rabattement 
la parallèle AiRi menée à la charnière aP par le point Ai ; le rabat- 
tement du centre est au point d'intersection Oi de cette droite et de 
la perpendiculaire menée de à la charnière aP. 

GhOLLCT BT MlNBUR, II. 5 
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En traçant une circonférence de centre Oi avec le rayon donné, on 




\ / 

Fig. 55 

obtient le rabattement du cercle donné sur le plan horizontal de pro- 
jection. 

107 . a° Détermination des axes de la projection horizontale. 
— Des propriétés rappelées (102, i«) il résulte que la projection hori- 
zontale de la circonférence donnée est une ellipse ayant pour centre 
le point 0, pour axes les projections horizontales du diamètre hori- 
zontal de cette circonférence et du diamètre perpendiculaire à 
celui-ci. 

Or, le diamètre horizontal (rabattu suivant le diamètre Bid de la 
circonférence Oi parallèle à aP) se projette horizontalement en vraie 
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grandeur sur la projection horizontale or de l'horizontale du point 
(o, o'). On obtient ses extrémités 6 et c en portant de part et d'autre 
du point des longueurs égales au rayon R de la circonférence. 

Quant au diamètre perpendiculaire au diamètre horizontal, il est 
rabattu suivant le diamètre DiOiEi de la circonférence Oi, porté par 
la droite oOi. Ses extrémités s'obtiennent donc en relevant les points 
Di et El. Nous avons relevé le point Di en utilisant la droite DiCi 
qui rencontre la charnière en y et se relève horizontalement suivant 
vc; le point d où -^c rencontre oOi est l'un des sommets du petit 
axe de la projection horizontale ; l'autre sommet de ce petit axe est 
le point e, symétrique de d par rapport au point o. 

108. 3^ Détermination des axes de la projection verticale. — 
Le diamètre de front du cercle, dont la projection verticale donne le 
grand axe de Fellipse projection verticale du cercle (102, i») est 
rabattu en FiGi sur la parallèle Gi«p menée par Oi au rabatte- 
ment aQi de la trace verticale du plan ; le rabattement du diamètre 
perpendiculaire à FiGi, dont la projection verticale donne le petit 
axe de l'ellipse, a été tracé en HiKi. 

Les projections verticales des points rabattus en Fi et Gi. s'obtien- 
nent en portant sur la projection verticale o'o' de la frontale du 
point (0, 0') des longueurs o'f et o'g' égales au rayon du cercle,, 
car le diamètre ify^ fg') est de front et se projette par suite en vraie 
grandeur sur le plan vertical. 

Pour relever les points rabattus en Hi et Ki, on remarque que la 
droite Oii qui contient ces points se projette horizontalement sui- 
vant oi ; on obtient facilement sa projection verticale en o[i'. Les 
perpendiculaires à la charnière menées par Hi et Ki rencontrent oi 
aux points /i et /c projections horizontales des points cherchés, qui se 
rappellent en W et k' sur o'i'. Les points h! et k' sont les sommets du 
petit axe de la projection verticale. 

109. Remarques. I. — Les points 6 et c se rappellent en b' et c' 
sur la projection verticale a'r' de l'horizontale du centre ; de même, les 
points d et e se rappellent en d' et e' sur la projection verticale s'o' de 
la droite du plan projetée horizontalement en so. On obtient ainsi 
quatre points de l'ellipse projection verticale. On construit les tan- 
gentes à cette projection aux points considérés en cherchant la pro- 
jection verticale des droites du plan PaQ projetées horizontalement 
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suivant les tangentes aux sommets 6, c, d. e, de Tellipse. Les tan- 
gentes au cercle en (e; e'), {d, d') sont horizontales, donc les tangentes 
à la projection verticale aux points c' et d' sont parallèles à la ligne 
de terre : (e, e') est le point le plus bas du cercle. W. d) en est le point 
le plus haut. 

De même, les tangentes en (CfC') et (b,b') sont parallèles à la droite 
{de, d'«'), car les projections horizontales de ces trois droites sont 
parallèles, donc les tangentes à la projection verticale aux points 
à' et e' sont parallèles à la droite d!e' . 

110. II. — Les sommets f et g' de la projection verticale se rap- 
pellent horîzontalement en / et g sur la projection horizontale ocp de 
la frontale du centre. Leslangenles au cercle aux points (f, f) et (g, g') 
sont parallèles à la droite (hk, h'k')y car ces droites appartiennent 
toutes trois au plan PaQ et leurs projections verticales sont paral- 
lèles ; par suite, les tangentes à la projection horizontale aux points 

fei g sont parallèles à la droite hk . 

HI. — On a ainsi déterminé sur chaque ellipse huit points et les 
tangentes en ces points, cequiest suffisant, au point de vue graphique, 
pour tracer chacune de ces courbes avec exactitude . 

111. 4o Construction d'un point quelconque et de la tangente 
en ce point. — On prend sur le rabattement du cercle un point quel- 
conque Ml, et on construit la tangente Mi^ en ce point. Il reste à 
trouver les relèvements du point et de la tangente. 

Pour cela, on utilise le relèvement du centre ; on détermine d'abord 
le point [i où la droite OiMi rencontre la charnière et on mène ensuite 
la droite Ofji qui rencontre la perpendiculaire abaissée de Mi sur la 
-charnière au point m, projection horizontale du point cherché. En 
projection verticale, le point fx se rappelle en fi' sur la ligne de terre 
et le point m en m' sur la droite m'o'. 

Le relèvement de la tangente s'obtient de même en (m/, mT), car 
le point {t, t') situé sur la charnière reste fixe dans le relèvement. 

112. Remarque. — La méthode précédente (io5) s'applique égale- 
ment aux problèmes suivants : 

lo Trouver les points d'intersection d'une circonférence et d'une droite 
de son plan ; 



PROJECTION DU CERCLE 69 

2° Mener à une circonjérence les tangentes par un point de son plan 
ou parallèlement à une direction de son plan. 

On effectue d'abord un rabattement du plan de la circonférence 
sur un plan horizontal ou de front ; il est alors facile de réaliser dans 
le rabattement les constructions proposées, puisque le cercle se 
rabat en vraie grandeur ; il reste à construire les relèvements des 
points et des droites qu'on a obtenus. 

On trouvera dans le problème suivant (4* et 5*) des applications 
de cette remarque. 

113. Problème. — Construire la projection < horizontale durt 
cercle défini par son plan, son centre et son rayon. {Géométrie cotée). 

Soient P le plan du cercle défini par une échelle de pente, o(a) son 
centre et R son rayon (Jlg. 56). 

1° Détermination d'un rabattement du cercle. —Rabattons le 
plan P sur le plan horizontal de cote a ; la charnière est l'horizon- 
tale d{2]o{2) passant par le centre du cercle. Dans le rabattement le 
centre est un point qui reste fixe ; il en résulte qu'après le rabatte- 
ment le cercle donné se projette en vraie grandeur suivant le cercle 
de centre o et de rayon R. 

a« Détermination des axes de Tellipse projection. — Le dia- 
mètre horizontal du cercle dirigé suivant la charnière reste inva- 
riable pendant le rabattement ; sa projection aa' est donc la pro- 
jection du diamètre du cercle rabattu qui est dirigé suivant la pro- 
jection do de la charnière et, d'après ce que nous avons dit plus 
haut (loa, i<>), aa' e?t aussi, en grandeur et position, le grand axe 
de l'ellipse projection. 

Quant aux sommets du petit axe, on les obtient en relevant les 
extrémités du diamètre bib\ perpendiculaire k aa' dans le cercle 
rabattu. Pour relever le point 6i, nous avons d'abord construit le 
triangle de rabattement def du point e(3) de l'échelle de pente P du 
plan et nous en avons déduit le relèvement b du point 6i, en cons- 
truisant le triangle de rabattement 60&2 de ce point. Pour relever 
ensuite le point b\, il suffit de prendre le symétrique b' de b par 
rapport au centre ; les sommets du petit axe de l'ellipse sont alors 
b et b' et les côtes des points du cercle donné projetés en ces points, 
sont respectivement a -+- 662 et a — 662. 
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3° Détermination d'un point quelconque et de la tangente en 
ce point. — Soit, par exemple, à déterminer la projection du point 
M du cercle, qui après le rabattement du plan P se trouve projeté 




Kig. 56 

en mi. Pour relever ce point, on peut utiliser le relèvement du point 
6i ; on détermine d*abord le point to où la droite 6imi rencontre la 
projection do de la charnière et on mène ensuite la droite 6to qui ren- 
contre la perpendiculaire mifx à la charnière do au point cherché m. 
La tangente au cercle au point M se projette, après le rabattement 
du plan P, suivant la tangente mii au cercle rabattu ; elle rencontre 
la charnière au point I, projeté en i, d'où il suit que sa projection 
est mi ; la droite mi est donc la tangente à l'ellipse au point m. 



4° Mener à la circonférence les tangentes issues d'un point 
donné dans son plan. — Soit à mener au cercle les tangentes issues 
du point de son plan projeté en p. Nous avons d'abord déterminé le 
rabattement pi de ce point en utilisant encore le rabattement du 
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point b. Les deux tangentes cherchées sont alors rabattues suivant 
les tangentes pij et pifc menées par le point pi au cercle rabattu et 
leurs projections horizontales sont pj et pk. Les points de contact, 
rabattus en ni et Çi, se relèvent aux points n ei q qui sont les points 
de contact avec l'ellipse des tangentes pj et pk. 

5° Mener à la circonférence les tangentes parallèles à une 
direction donnée dans son plan. — Soit à mener au cercle les tan- 
gentes parallèles à la droite du plan P dont la projection est b'c ; on 
voit de suite que le rabattement de cette droite est b\c, de sorte que 
les tangentes cherchées sont rabattues suivant les tangentes uri et vsi, 
menées au cercle rabattu parallèlement à b\c ; leurs projections sont 
donc les droites ur et vs menées par les points a et v parallèlement 
à b'c'y leurs points de contact, rabattus en n et si, se relèvent aux 
points r et s communs aux perpendiculaires np et Sici à la char- , 
nière et aux tangentes qu'on vient de déterminer. 

114. Procédés graphiques permettant d'obtenir rapidement 
un grand nombre de points d'une ellipse définie par ses axes. 

— Ayant déterminé, comme nous l'avons expliqué plus haut, les axes 
de la projection (horiz^ontale ou verticale) d'une circonférence don- 
née, on peut utiliser telle construction géométrique que l'on voudra 
pour déterminer de nouveaux points de la courbe. 

i« Par exemple, la connaissance 
des axes permet de déterminer aisé- 
ment les foyers. En considérant en- 
suite l'ellipse comme le lieu des 
points dont la somme des distances 
aux foyers est constante, on peut, 
avec le compas seulement, détermi- 
ner autant de points de la courbe 
que l'on voudra (Voir Grévy, Com- 
pléments de géométrie, 621). 

2° On peut aussi considérer l'el- 
lipse comme le lieu d'un point situé 
sur un segment de longueur inva- 
riable dont les extrémités se déplacent sur deux droites fixes rectan- 
gulaires. 

Pour faire servir cette propriété à la détermination des points d'une 
ellipse dont les axes sont, en grandeur et position, A A' et'BB' 




Fig. 57 
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ifig- 57), on porte bout à bout sur le bord d'une bande de papier des 
longueurs CM et MD respectivement égales au demi-grand axe et au 
demi-petit axe de l'eUipse. On promène ensuite cette bande de papier 
sur l'épure en ayant soin que le point D reste sur- la droite AA', le 
point G sur la droite BB' ; on marque alors au crayon la position 
occupée par le point M et Ton a ainsi autant de points de l'ellipse 
qu'on le désire. 
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^ 1. On donne dans un plan P deux points O et A; construire les 
projections de l'bexagone régulier du plan P qui a pour centre le 
point O, et dont l'un des sommets est le point A. 

2. On donne un cercle défini par son plan, son centre et son rayon ; 
mener dans ce cercle une corde de longueur donnée passant par un 
point donné dans son plan. 

3. Déterminer la projection d'une droite située dans un plan P et 
sur laquelle deux cercles de ce plan, définis par leurs centres et leurs 
rayons, interceptent des cordes de longueurs données. 

i. Construire les projections des centres d'homothétie et de l'axe 
radical de deux cercles situés dans un plan donné P, chacun d'eux 
étant défini par son centre et son rayon. 

5. Mener à la circonférence circonscrite à un triangle défini par les 
projections cotées de ses sommets des tangentes de pente donnée. 

6. Sur une circonférence définie par son plan, son centre et son rayon 
trouver les points dont la cote est égale à la moitié de l'éloignement. 

(Baccalauréat). 

7. On donne sur une épure un point (a. a'), une droite (6c, 6'c') 
et une circonférence définie par son plan, son centre et son rayon. 
Construire les droites passant par le point (a, a') et rencontrant la 
droite et la circonférence données qui ne sont pas dans un même 
plan. (Saini-Cyr). 

8 . Construire les droites parallèles à une direction donnée rencon- 
trant une droite et une circonférence données non situées dans un 
même plan. (Saint-Cyr) . 

9. Construire les projections d'un cercle connaissant: 
i^-son centre (o, 0') ; 
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ao la direction du graiid axe de la projection horizontale ; 
30 les projections horizontales d'un de ses points et de la tangente 
en ce point . (Navale, ) 

10. Construire les projections d'un cercle connaissant : 
1^ son centre (0, 0') ; 

2** la direction du petit axe de chaque projection ; 
3° une tangente à la projection verticale. 

(Navaïe.) 

H. On donne une circonférence et un plan. Construire le point de 
la circonférence le plus rapproché du plan. 

(Saint-Cyr.) 

12. Mener deux plans perpendiculaires qui passent Tun par un 
point donné A, l'autre par un point donné B et dont Finterseclion 
ait une direction donnée et rencontre la ligne de terre. (Navale.) 

13. On donne un point (a, a') sur la ligne de terre, un point (&, b'} 
du plan vertical, un point (c, c') du plan horizontal. Construire les 
projections des cercles inscrit et circonscrit au triangle formé par ces 
trois points. {Saint-Cyr.) 

14. On donne deux droites concourantes dont Tune est horizontale. 
Construire les projections des cercles tangents à Thorizontale et pas- 
sant par deux points donnés sur la seconde droite. 

iSaint-Cyr.) 

15. Construire les projections d'un carré dont on donne deux som- 
mets consécutifs (a. a') et {b, b') ; on sait en outre qu'un autre som- 
met se trouve dans un plan donné. 

{Saint'Cyr.) 

16. Construire le maximum et le minimum de la distance d'un point 
(0, o') à un point mobile sur la circonférence passant par trois points 
donnés (a, a'), (6, b') et (c, c'). (Saint-Cyr.) 

17. On donne une ellipse projection horizontale d'une circonfé- 
rence de l'espace ; construire la projection verticale de la circonfé- 
rence, connaissant en outre la projection verticale de son centre. 

(Navale.) 

18. Dans un plan défini par une horizontale et une frontale concou- 
rantes en un point (0, 0'), on considère une circonférence de centre 
(0, o') et de rayon donné. Déterminer les projections des points de la 
circonférence où la tangente fait un angle de 45° avec le plan hori- 
zontal. 

19. Construire les projections d'un triangle équilatéral ABC, con- 
naissant les projections {a, a') d'un sommet, l'angle de AB avec la 
ligne de terre, le plan de profil qui passe par C et sachant en 
outre que le sommet B est sur la ligne de terre. 

{Navale.) 



CHAPITRE VII 
LA SPHÈRE 



il. 

Rappel des propriétés géométriques de la sphère. 

115. Nous rappellerons d'abord les principales propriétés géomé- 
triques de la sphère dont on trouvera une étude complète dans les 
traités de géométrie. 

1° La sphère est le lieu géométrique des points de l'espace égale- 
ment distants d'un point fixe appelé centre. 

a" Un plan quelconque coupe généralement la surface d'une 
sphère suivant un cercle dont le centre est la projection du centre 
de la sphère sur le plan sécant. Si le plan sécant ne passe pas par le 
centre de la sphère, le cercle d'intersection se nomme un petit cer- 
cle ; si le plan sécant passe par le centre de la sphère, la section se 
nomme un grand cercle. 

3" La sphère peut être considérée comme la surface de révolution 
engendrée par la rotation d'un grand cercle quelconque tournant au- 
tour de l'un quelconque de ses diamètres. 

4° Le plan tangent en un point quelconque de la sphère est per- 
pendiculaire au rayon aboutissant au point de contact ; ce plan est le 
lieu géométrique des tangentes à toutes les courbes tracées sur la 
sphère et passant par le point de contact. 

5<» Une droite coupe généralement une sphère en deux points. 

Toute droite qui ne rencontre la sphère qu'en un seul point est 
dite tangente en ce point à la sphère ; elle est perpendiculaire au 
rayon aboutissant au point de contact. 
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6*» Tous les plans tangents à une sphère O (flg. 58) le long d'un 
petit cercle (G) passent par un même point S extérieur à la sphère ; 
ils sont en même temps tangents à un cône de révolution de sommet 
S ayant pour axe la droite SO joignant le point S au centre O de la 
sphère. Ce cône est dit circonscrit à la sphère le long du petit cercle 
(G). 

Réciproquement t tout point S extérieur à une sphère est le 




Fig. 58 



Fig. 59 



«ommet d'uni cône de révolution circonscrit à cette sphère le long 
d'un petit cercle (G) nommé cercle de contact du cône et delà sphère. 
En tout point M du cercle (G), la sphère et le cône ont même plan 
tangent. Le plan du cercle de contact est perpendiculaire à Taxe SO 
du cône. Ge cercle est le lieu des points de contact M avec la sphère 
des tangentes S M menées par le point S. 

7° Tous les plans tangents à une sphère O le long d'un grand cer- 
cle (r) (fig. 59) étant perpendiculaires au plan de ce grand cercle 
sont parallèles à une même direction ; ils sont en même temps tan- 
gents à un cylindre de révolution ayant pour axe la perpendiculaire 
menée par le centre de la sphère sur le plan du grand cercle (r). Ge 
-cylindre est dit circonscrit à la sphère le long du grand cercle (r). 

Réciproquement, il existe un cylindre de révolution circonscrit à 
la sphère dont les génératrices (G) sont parallèles à une direction 
donnée arbitrairement A. 

L'axe du cylindre est le diamètre X'X de la sphère parallèle à A. 
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La courbe de contact de ce cylindre et de la sphère est le grand cer- 
cle dont le plan est perpendiculaire à A ; ce qui veut dire qu'en tout 
point M de ce grand cercle la sphère et le cylindre ont même plan 
tangent. Ce grand cercle est le lieu des points de contact M avec la 
sphère des tangentes qu'on peut lui mener parallèlement à A. 

Ajoutons qu'un cône circonscrit à la sphère devient à la limite un 
cylindre circonscrit si son sommet S s'éloigne à l'infini dans une di- 
rection A. 



§11. 



Représentation de la sphère. 

116. Contoar apparent par rapport à un plan et contour 
apparent en projection. — Supposons qu'on fasse la projection 




Pig. 60 



d'une sphère sur un plan P {fig. 6o). Soit (r) le grand cercle de 
la sphère parallèle au plan P ; sa projection (y) est un autre cercle 
égal à (r). Le grand cercle (r) est le cercle de contact du cylindre 
circonscrit à la sphère dont les génératrices sont perpendiculaires au 
plan P, ou encore le lieu des points de la sphère oà le plan tangent est 
perpendiculaire à P. Considérons un point quelconque M de la sur- 
face de la sphère ; la projetante Mm de ce point est évidemment con- 
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tenue à Tintérieur du cylindre circonscrit le long de (r) et par 
suite sa projection m est à Tin teneur du cercle (y). Le cercle (y) se 
nomme le contour apparent de la sphère en projection sur le plan P ; 
le cercle (r) projeté suivant (y) se nomme le contour apparent de 
la sphère dans l'espace par rapport au plan P. 

H7. Pour un observateur s'éloignant à Tin fini dans la direction 
perpendiculaire au plan P la sphère apparaît comme un disque cir- 
culaire limité par le cercle T ; d'où le nom de contour apparent 
donné à ce cercle. Tous les rayons visuels de l'observateur rencon- 
trant la surface de la sphère sont contenus à l'intérieur du cylindre 
circonscrit le long du grand cercle ; de plus, le cercle (r) partage la 
sphère en deux hémisphères dont un seul est vu par l'observateur. 
11 est clair d'ailleurs, que le contour apparent (r) est lui-même vu en 
entier. 

118. Propriété du contour apparent. Théorème. — Si une 

courbe (G) tracée sur la surface d*une sphère rencontre au point M le 




Fig. 61 



contour apparent (r) de cette sphère par rapporta un plan P {fig. 6i), 
les projections (c) et (y) sur le plan P des courbes (G) et (v) sont tan- 
gentes au point m projection de M. 
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En effet, les tangentes MT et MS aux courbes (r) et (G) au point M 
sont toutes deux dans le plan tangent à la sphère au point M (i i5, 4*")- 
Ce plan tangent est d'ailleurs perpendiculaire au plan P, puisque M 
est sur le contour apparent de la sphère par rapport au pl^n P (i i6). 
Par suite, les projections de ces deux tangentes sur le plan P sont 
confondues suivant la trace mt sur ce plan du plan tangent en M, 
et comme ces projections sont les tangentes en m aux courbes pro- 
jections (c) et (y) (io4), ces deux courbes ont même tangente mt au 
point m, c'est-à-dire sont tangentes en ce point. 

Remarque. — La démonstration précédente n'utilise pas les pro- 
priétés particulières de la sphère ; elle subsiste donc pour une sur- 
face quelconque si on définit le contour apparent de cette surface par 
rapport au plan P comme le lieu des points de la surface où le plan 
tangent est perpendiculaire au plan P. 

119. En Géométrie cotée, on ne considère qu'une seule projection 
des corps sur un plan horizontal. Le contour apparent d'une sphère 
par rapport au plan de projection se nomme alors contour apparent 
horizontal ; c'est, d'après ce que nous avons dit plus haut, le grand 
cercle situé dans le plan horizontal du centre de la sphère ou, comme 
on dit plus brièvement, le grand cercle horizontal de la sphère. 

La position et la grandeur de la sphère sont 
d'ailleurs parfaitement déterminées si l'on se 
donne la projection du contour apparent hori- 
zontal et la cote du centre de la sphère ► Ainsi,, 
la figure 62 est l'épure d'une sphère dont le 
centre est le point projeté en 0, ayant pour 
cote 3, et dont le rayon est égal à celui du 
T. itn cercle (y). 

Tout point M de la surface de la sphère se 
projette en m à l'intérieur du cercle (y) (116). 

120. En Géométrie descriptive, il faut considérer à la fois les con- 
tours apparents sur les deux plans de projection. 

Le contour apparent horizontal d'une sphère est encore le grand 
cercle situé dans le plan horizontal du centre de la sphère ; de même, 
le contour apparent vertical est le grand cercle situé dans le plan de 
front passant par le centre. 
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La sphère est parfaitement déterminée en grandeur et position 
lorsqu'on se donne la projection horizontale da contour apparent hori- 
zontal et la projection verticale du contour apparent vertical. 

Ces deux projections sont évidemment des cercles ayant même 
rayon, celui de la sphère, et leurs centres doivent se trouver sur une 
même ligne de rappel, puisqu'ils sont les deux projections du centre 
de la sphère. 
Ainsi la figure 63 représente une sphère ayant pour centre le 
point (o. o') et pour rayon le rayon com- 
mun aux cercles égaux G et Ci . • 

Le contour apparent horizontal de la 
sphère est le grand cercle dont la projec- 
tion horizontale est G ; sa projection verti- 
cale est le diamètre a'b' du cercle C[ per- 
pendiculaire aux lignes de rappel (ou 
parallèle à la ligne de terre, s'il y en a une) 
(io3). De même, le contour apparent ver- 
tical est le grand cercle dont la projection 
verticale est C^ et dont la projection hori- 
zontale est le diamètre cd du cercle G per- 
pendiculaire à oo'. Ainsi (m, m') est un 
point situé sur le contour apparent hori- 
zontal dans Tespace ; (n, n') est un point 
situé sur le contour apparent vertical dans 
Tespace. Nous insistons sur cette distinction 
nécessaire entre les deux contours appa- 
rents parce que, trop souvent, les débutants considèrent les cercles G 
et G'i comme les projections d'un même contour apparent, ce qui est 
absurde. 

Tout point de la sphère a sa projection horizontale à l'intérieur de 
C et sa projection verticale à l'intérieur de C[ . 




Fi%. 63 



121. Problème. — Passer de la représentation d'une sphère en 
Géométrie cotée à sa représentation dans un système de deux plans de 
projection et réciproquement. 

Soit 0(5) le centre d'une sphère dont le contour apparent horizon- 
tal a pour projection un cercle donné G {fig. 64). Considérons un 
plan vertical quelconque xy et proposons-nous de chercher larepré- 
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sentation de cette même sphère dans le système de projections défini 

par le plan horizontal de cote i 
et par le plan vertical xy, 

D*abord, la projection verticale 
du centre est le point o' situé 
sur la perpendiculaire abaissée de 
sur la ligne de terre ary, à une 
distance too' de celle-ci égale à 
5 — 1=4 unités de Téchelle. 
Quant au contour apparent ver- 
tical, sa projection verticale est le 
cercle C^ égal au cercle C et de 
centre o'. 



122. Réciproquement, considé- 
rons la sphère dont le centre 
est le point (o, &) et dont les 
contours apparents par rapport 
aux deux plans de projection 
sont respectivement projetés sur 
ces plans suivant les cercles 




EdwJle 
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égaux C et C^ {fi.g. 64). Pour avoir la représentation de cette 
sphère dans un système de plans cotés, le plan de comparaison étant 
par exemple le plan horizontal dont la cote est — i , mesurons à 
réchelle du dessin la distance (do' à la ligne de terre de la projection 
verticale o' du centre de la sphère. À.pproximativement, cette distance 
est égale à 4 unités. Donc la cote du centre, par rapport au plan de 
comparaison choisi est 4 + 1 = 5 unités. Il suffît alors d'écrire le 
chiffre 5 à côté de la lettre o représentant la projection horizontale 
du centre et de négliger la ligne de terre et la projection verticale. 



J23. Problème. — Une sphère étant représentée dans un système 
de deux plans de projection donnés, représenter cette sphère après 
avoir changé Van des plans de projection. 

Soit par exemple une sphère de centre (o, o') {fig, 65) représentée 
dans un système œy, les contours apparents sur les plans de projec- 
tion étant projetés respectivement sur ces plans suivant les cercles 
égaux G et G'^. Effectuons un changement de plan vertical en pre- 
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nant comme nouveau plan vertical de projection celui dont la trace 

horizontale dans le pre- 
mier système est xiyi. 
La nouvelle projec- 
tion verticale du cen- 
tre de la sphère est le 
point o'i situé sur la 
perpendiculaire menée 
de sur ajiyi, à une 
distance oiio\ égale à la 
distance wo' de Tan- 
cienne projection verti- 
cale du même point à 
la première ligne de 
terre xy (I, 286). Quant 
au nouveau contour ap- 
parent vertical, sa pro- 
jection verticale est le 

cercle Cg ,de centre o[ et de rayon égal à celui du cercle G. 

Les deux cercles G et G2 constituent la représentation de la sphère 

dans le système a?iyi. 




Fig. 65 



ni. 



Parallèles horizontaux. Parallèles de front. 
Détermination d'un point de la sphère. 



124. On appelle parallèles horizontaux d'une sphère les cercles de 
cette sphère situés dans des plans horizontaux. De mènle, on nomme 
parallèles de front les cercles situés dans des plans de front. Tout 
parallèle horizontal se projette horizontalement en vraie grandeur 
suivant un cercle concentrique à la projection horizontale du contour 
apparent horizontal et verticalement suivant une portion de droite 
perpendiculaire à la direction des lignes de rappel (102, 3° et 3°). En 
effet, le centre de ce parallèle se trouve sur la verticale du centre de 
la sphère (ii5, 3®) et par suite les projections horizontales de ces 
deux points sont confondues. 

CaoLLBT ET Mineur, II. 6 
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125. Par exemple, dans la sphère décentre (o, o') représentée dans 
l*épure de la figure 66, proposons-nous de déterminer le parallèle 
horizontal intersection de la sphère par le plan horizontal H'. La 
trace verticale de ce plan rencontre la projection verticale du grand 
cercle de contour apparent vertical en deux points a' et h' ; en rap- 
pelant ces points en a et 6 sur la projection horizontale Ci du même 
contour apparent, nous avons les xieux points (a, a') et (6, b') où le 
plan vertical H' rencontre le grand cercle (Ci, C[) ; les projections de 
même nom de ces deux points sont d'ailleurs symétriques par rap- 
port à la ligne de rappel oo'. Le parallèle cherché passe évidemment 
par les deux points (a. a'), (6, 6') ; et comme nous savons (la^) que 
sa projection horizontale est concentrique à la projection horizontale 

C du contour apparent hori- 
zontal, il en résulte que les 
projections de ce parallèle 
sont, d'une part, le cercle de 
centre o et de rayon oa (ou 
o&), d'autre part, le segment 
a'b' de la droite H' compris 
à l'intérieur du cercle GJ. 

126. Nous pourrions, au 
lieu de nous donner la trace 
verticale du plan du parallèle 
cherché, nous proposer de 
trouver sa projection verti- 
cale, connaissant sa projection 
horizontale. Cette projection 
horizontale est nécessaire- 
ment (i24) un cercle y con- 
centrique à la projection 
horizontale C du contour 
apparent horizontal et con- 
tenu tout entier à l'intérieur 
de C (ii6). On remarque 
alors que les points a et 6 
où le cercle y rencontre le 
segment Ci, projection hori- 
zontale du contour apparent vertical, sont les projections horizon- 




Fig. 66 
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talcs des deux points où le parallèle cherché rencontre sur la sphère 
ce même contour apparent ; les projections verticales de ces points 
sont donc à l'intersection des lignes de rappel des points a et 5 
avec le cercle Cj, projection verticale du contour apparent vertical. 
Or ces lignes de rappel rencontrent le cercle GJ en quatre points 
a', aj, 5', b[ deux à deux symétriques par rapport à oo' et deux à 
deux symétriques également par rapport à la droite G', projection 
verticale du contour apparent horizontal. Il en résulte qu'il existe 
deux parallèles horizontaux de la sphère projetés horizontalement 
suivant le cercle y et que les projections verticales de ces parallèles 
sont les segments a'b' et a[b[. Les deux parallèles ainsi obtenus 
sont symétriques par rapport au plan du contour apparent hori- 
zontal. 

127. De même, cherchons à déterminer le parallèle de front situé 
dans le plan de front F. Par un raisonnement en tous points ana- 
logue à celui que nous avons fait au no ia5, nous remarquons 
que les points c et d où la trace horizontale F du plan de front 
donné rencontre la projection horizontale G du contour apparent 
horizontal sont les projections horizontales des deux points où le 
parallèle demandé rencontre ce même contour apparent. Relevons 
alors ces points en & et d' sur la projection verticale G' du contour 
apparent horizontal et nous avons en (c, c'), (d, df) les deux points 
de rencontre du parallèle et du cercle (G, G'). Ge parallèle de front a 
comme projection verticale un cercle concentrique à G^ ; il en résulte 
que ses projections sont respectivement le segment cd et le cercle de 
centre o' et de rayon o'c' (ou o'd'). 

i28. Pareillement, proposons-nous de déterminer la projection 
horizontale d'un parallèle de front, connaissant sa projection vecti- 
cale. Cette projection verticale donnée doit être un cercle y\ con- 
centrique à Gi et de rayon inférieur au rayon de la sphère (ii6). 
Le cercle Yi coupe le segment G', projection verticale du contour 
apparent horizontal, en deux points c' et d' ; les lignes de rappel de 
ces points rencontrent k leur tour la projection horizontale C du 
contour apparent horizontal en quatre points c, Ci, d, di symétri- 
ques deux à deux par rapport à oo' et par rapport au segment Gj, 
projection horizontale du contour apparent vertical. Par suite, il 
existe deux parallèles de front, symétriques par rapport au plan du 
contour apparent vertical, dont les projections verticales coïncident 
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avec le cercle donné y\ : ces deux parallèles ont respectivement pour 
projection horizontale les segments cd et cidi (102, 3»). 

129. Dans les problèmes relatifs à la sphère, les parallèles hori- 
zontaux et de front sont d'une très grande utilité ; ils jouent sur la 
sphère le même rôle que les horizontales et les droites de front dans 
un plan. 

Deux cercles tracés sur une même sphère se rencontrant générale- 
ment en deux points, un parallèle horizontal et un parallèle de front 
se coupent aussi généralement en deux points. En outre, il est évi- 
dent que par un point quelconque (m, m') d'une sphère (Jîg. é6) 
passent un parallèle horizontal et un parallèle de front. 

130. En Géométrie cotée, comme il n'y a plus de plan de projection 
vertical, les seuls parallèles intéressants sont les parallèles horizon- 
taux, lieux des points de la sphère ayant la même cote. Chacun d'eux 

est déterminé par sa cote ou par sa 
projection horizontale, qui est un 
cercle concentrique à la projection 
du contour apparent horizontal 
de la sphère. Nous aurons l'occa- 
sion d'employer très fréquem- 
ment ces parallèles horizontaux. 



^^r 




131. Problème.— i* Connais- 
sant Vune des projections dun 
point d'une sphère, déterminer 
l'autre projection. 20 Déterminer 
le plan tangent à la sphère en ce 
point. — Soit à déterminer la 
projection verticale du point 
de la sphère (o, 0') (fig. 67), dont 
la projection horizontale est m. 
Par le point cherché passent, 
comme nous l'avons vu plus haut, 
un parallèle horizontal et un pa- 
rallèle de front (129). Le parallèle 
de front, par exemple, a pour pro- 
jection horizontale le segment ab 
mené par m perpendiculairement à 00' et limité à la projection ho- 
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rizontale C du contour apparent horizontal. Il rencontre ce dernier 
contour en deux points projetés horizontalement en a et 6 et verti- 
calement en a! et h' sur G', projection verticale du contour apparent 
horizontal. Donc, le parallèle de front considéré se projette verticale- 
ment suivant le cercle de centre o' et de rayon o'a' (ou o'b'). La pro- 
jection verticale du point cherché est alors à Tin ter section de ce cer- 
cle et de la ligne de rappel du point m. Cette ligne de rappel et ce 
cercle se rencontrent en deux points m', m" ; par suite, il existe deux 
points de la surface de la sphère projetés horizontalement en m, les 
points (m, m'), (m, m"). Ces deux points sont d'ailleurs symétriques 
par rapport au plan du contour apparent horizontal de la sphère . 

132. Plan langent au. point (m, m'). — Le plan tangent à la sphère 
au point (m, m') est perpendiculaire au rayon {om, o'm] aboutissant 
en ce point. En menant mh perpendiculaire à om et m'f perpendi- 
culaire à o'm\ on a immédiatement une horizontale (mh, m'h') et 
une frontale (mf,m'f) de ce plan, qui se trouve ainsi complète- 
ment déterminé. 

133. Remarques. I. — On aurait pu résoudre le problème précédent 
(i3i) en utilisant le parallèle horizontal du point donné m (ia6) ; la 
projection verticale de ce parallèle qu'il est facile d'obtenir détermine 
le point cherché m' par son intersection avec la ligne de rappel du 
point m. 

II. — Dans le cas où l'on se donne la projection verticale m' d'un 
point de la sphère, la même méthode permet de déterminer sa pro- 
jection horizontale m. 

134. Problème (Géométrie cotée). — i° Déterminer la cote d'un 
point d'une sphère donnée, connaissant sa projection horizontale. 20 Déter- 
miner le plan tangent à la sphère en ce point, 

10 Soit> par exemple» à déterminer la cote du point projeté horizon- 
talement en m el situé dans la sphère ayant pour centre le point o(3) 
et dont le contour apparent horizontal est projeté suivant le cercle C 
(fig. 68 et 69). 

Considérons un plan vertical auxiliaire xy parallèle à om (fig. 68). 
Dans le système de deux plans de projection défini par le plan de 
comparaison et le plan vertical ainsi choisi, le centre de la sphère se 
projette verticalement en 0' sur la ligne de rappel du point o, à 
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3 unités de l'échelle au-dessus de a?y. Le contour apparent vertical 
de la sphère a donc pour projection verticale le cercle Ci de centre 




Échelle 



Fig. 68 

o' et de rayon égal à celui du cercle G. Le point cherché appartient 
d'ailleurs au cercle de contour apparent vertical, puisqu'il est dans le 
plan de front om qui contient ce cercle ; par suite, sa projection ver- 
ticale, dans le système a?y, est à l'intersection du cercle Ci et de la 
ligne de rappel du point m. Cette ligne de rappel et ce cercle se 
rencontrent en deux points m' et m" symétriques par rapport à la 
trace horizontale C du plan horizontal de cote 3, c'est-à-4ire du 
plan du contour apparent horizontal. Il en résulte qu'il existe 
deux points de la sphère projetés horizontalement en m; leurs 
cotes sont équidistantes de celle du centre de la sphère ; la cote de 
l'un est S-hfJi'm', celle de l'autre 3 — {x'm". Dans l'épure, [x'm'' 
et \i!w!' sont des longueurs égales ayatit pour mesure environ a unités 
2 dixièmes de l'échelle; donc les points obtenus ont pour cotes 
approximatives 5,2 et o,8. 

i35. Pour procéder avec le minimum de constructions, il est pré- 
férable de prendre comme plans de projections, le plan horizontal 
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de cote 3 passant par le centre de la sphère et le plan vertical om 
(fig. 69) . Dans ce système, le centre de la sphère se trouve sur la 

ligne de terre, et 
Cî/^^^ ^Sv ses deux projections 

o, o' sont confon- 
dues. 

La projection ver- 
ticale G'i du contour 
apparent vertical est 
confondue avec la 
projection horizon- 
tale G du contour 
apparent horizon- 
tal. De même, la 




Fig. 69 



projection verticale C du contour apparent horizontal et la pro- 
jection horizontale Ci du contour apparent horizontal sont confon- 
dues avec la portion de la ligne de terre comprise à l'intérieur 
du cercle G (ou GJ). D'ailleurs, la projection horizontale m du point 
cherché étant située sur le segment Gi, ce point appartient au con- 
tour apparent vertical. En rappelant m en m' et m" sur la projection 
verticale G', de ce contour,, on a donc les projections verticales des 
deux points de la sphère projetés horizontalement en m. Les cotes 
de ces points, symétriques par rapport au plan horizontal de 
cote 3, sont 3 -4- mm' et 3 — mm' y approximativement dans 
répure 5,2 et 0,8. 



136. 2* Plan tangent à la sphère en l'an des points projetés en m. — 
Proposons-nous par exemple de déterminer le plan tangent à la 
sphère en celui des points dont la projection est m et dont la cote 
est supérieure à celle du centre de la sphère. Ge point M a pour 
projection verticale m' dans le système de projection auxiliaire 
xy {fig. 68 et 69). Le plan tangent cherché est perpendiculaire au 
rayon aboutissant au point M, ses horizontales sont donc, en projec- 
tion, perpendiculaires à om, ou encore ses échelles de pente sont 
parallèles à om. En outre, ce plan tangent contient {ii5, 4**) la tan- 
gente en M au grand cercle intersection de la sphère avec le plan 
vertical om, grand cercle dont la projection verticale est Gi ; or, cette 
tangente est projetée horizontalement suivant om et verticalement 
suivant la tangente m'a' au cercle Gi; elle rencontre le plan horizon- 
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tal de cote 3 (celui qui passe par le centre de la sphère) au point (a, a'). 
Donc le point projeté horizontalement en a est un point de cote 3 
du plan tangent cherché ; par suite, Thorizontale de cote 3 de ce plan 
est projetée suivant la perpendiculaire ah menée à om par le point a. 
Il est facile d'avoir une deuxième horizontale de ce plan tangent, 
par exemple celle dont la cote est 4- Pour cela, 11 suffit de chercher 
son intersection avec le plan horizontal de cote 4, dont la trace verti- 
cale est la parallèle ^'h' à xy, menée à 4 unités de distance au-des- 
sus de la ligne de terre dans la figuré 68, (à i unité seulement dans 
la figure 69) ; cette parallèle rencontre la droite [may m'a'), qui, 
comme nous l'avons fait remarquer, est une droite du plan tangent 
en M, au point {h, h')\ le point (6, h') est donc un point de cote 4 
du plan langent et la perpendiculaire hi élevée en 6 à om est Thori- 
zontale de cote 4 de ce plan. Ayant deux horizontales du plan tan- 
gent cherché, on peut graduer aisément une échelle de pente P de 
ce plan. 

137 . Remarque. — Les deux problèmes que nous venons de résou- 
dre pourraient encore s'énoncer : Trouver Vinierseciion d'une sphère 
avec une verticale ou une droite de bout donnée. 

Ainsi, dans la figure 67, les points (m, m'), (m, m") sont les points 
de rencontre de la sphère de centre (0, 0') avec la verticale dont la 
trace horizontale est le point m. 

De même, les points m(5,2) et m(o,8) {fig. 68) sont les points où la 
verticale ayant pour trace le point m perce la sphère de centre o(3) 
et dont le contour apparent horizontal en projection est le cercle G. 

138. Problème. — Reconnaître la position d*an point donné par 
rapport à une sphère donnée. 

D'abord, il est bien évident que si Tune au moins des projections 
du point donné est extérieure à la projection de même nom du con- 
tour apparent de même nom de la sphère, ce point est extérieur à la 
sphère (116), 

Le problème n'a donc besoin d'être résolu que lorsque chacune 
des projections du point est intérieure à la projection de même nom 
dti contour apparent de même nom de la sphère. 

Ainsi, par exemple, soit {fig. 67) à reconnaître la position du point 
(m, m'") par rapport à la sphère (0, 0'). La verticale passant par ce 
point, verticale dont la trace horizontale est m, rencontre la sphère 
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en deux points (m, m'), (m, m") que nous déterminerons comme au 
n« i3i en cherchant les projections verticales des points de la sphère 
projetés horizontalement en m. Autrement dit, la portion de cette 
verticale intérieure à la sphère est le segment dont la projection ver- 
ticale est m' m" . Si donc la projection verticale m"' du point donné 
est située entre m' et m", ce point est intérieur à la sphère ; si, au 
contraire, m!" est extérieur au segment m'w!\ le point donné est 
extérieur à la sphère ; enfin, si m" coïncide avec m' ou avec m*, le 
point donné appartient à la surface de la sphère. 

Ainsi, dans l'épure de la figure 67, le point (m, m!") est intérieur 
à la sphère (0, o'), mais les points (m, miv), (m, my) sont extérieurs à 
la sphère. 

139. En Géométrie cotée ^ le problème est tout aussi facile à résou- 
dre. Pour connaître la position d'un point M donné par sa projec- 
tion cotée par rapport à une sphère, on cherche d'abord les cotes des 
deux points Mi, lVf2 de la sphère donnée situés sur la verticale du 
point donné, c'est-à-dire ayant leurs projections horizontales con- 
fondues avec celle de ce point. Pour cela, on procède comme nous 
l'avons indiqué au n» i34. Le point donné M est intérieur à la sphère 
si sa cote est comprise entre celles des deux points Mi et M2 ainsi 
obtenus ; il est extérieur à la sphère si sa cote est supérieure à la plus 
grande des cotes des points Mi et M2 ou inférieure à la plus petite ; 
enfin le point donné appartient à la sphère si sa cote est égale à 
l'une de celles des points Mi ou M2. 

Ainsi, dans la figure 68, un point projeté en m et dont la cote 
serait 4,3 par exemple serait intérieur à la sphère, puisque nous 
avons trouvé que les cotes des points de la sphère projetés en m sont 
5, a et 0,8. Au contraire, un point analogue dont la cote serait o,a ou 
6,7 serait extérieur à la sphère. 

140. Problème. — Déterminer la projection d'an parallèle de 
cote donnée dans une sphère définie par son rayon et la projection cotée 
de son centre. 

Soit, par exemple {fig. 70), à trouver la projection du parallèle de 
cote 6 dans la sphère dont le centre est o(4) et dont le contour appa- 
rent a pciur projection un cercle donné C. 

Le parallèle cherché est l'interseclion de la sphère avec le plan hori- 
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zontal de cote 6. Pour le déterminer, considérons le système de pro- 
jections défini par le plan horizontal de cote 4 et un plan vertical 

quelconque â?y passant par le 
centre de la sphère. Le centre 
de la sphère se trouve alors sur 
la ligne de terre et ses deux 
projections o et o' coïncident 
(i35); dé même, la projection 
verticale du contour apparent 
vertical est un cercle Ci con- 
fondu avec le cercle C. La trace 
verticale, dans ce système, du 
plan horizontal de cote 6 est 
la parallèle H' à acy» à a uni- 
tés de distance de cette droite; 
elle rencontre GJ en a' et h' ; en rappelant ces points sur ocy en a et 
6 on a les deux points (a, a'), (6, b') où le parallèle demandé rencon- 
tre le contour apparent vertical de la sphère. La projection de ce 
parallèle est alors le cercle y de rayon oa (ou oh). 
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Intersection d'une droite et d'une sphère. 

141. Méthode générale. — Une droite rencontre généralement 

une sphère en deux 
points (ii5, 5°). 
Pour construire ce» 
points, on fait pas- 
ser par la droite D 
un plan auxiliaire P 

coupe la sphère sui- 
vant un cercle C ; ce 
cercle C et la droite 
donnée D, étant dans 

le plan P, se rencontrent en deux points au plus A. etB qui sont les 

points d'intersection de la droite D et de la sphère S. 




Fig. 7t 
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Tout revient à déterminer la section faite dans la sphère par le 
plan auxiliaire et il faut choisir ce plan pour que les constructions 
soient aussi simples que possible. Généralement, on prend comme plan 
auûoiliaire : i<> soit Tua des plans projetant la droite donnée ; a^ soit 
le plan défini par cette droite et le centre de la sphère, plan qui coupe 
la sphère suivant un grand cercle dont le centre et le rayon sont par 
suite connus a priori. 

i^it. Remarque. — Nous avons déjà fait remarquer (187) que les 
problèmes traités aux 'n»» i3i et i34 revenaient à chercher les points 
de rencontre d'une sphère et d'une verticale. Il est facile de se 
rendre compte que les constructions faites pour résoudre ces pro- 
blèmes sont tout à fait conformes à la méthode générale que nous 
venons d'indiquer. En effet, dans les figures 67. 68 et 69, pour trou- 
ver les points de rencontre de la sphère donnée et de la verticale m 
nous avons d'abord considéré un plan auxiliaire passant par cette ver- 
ticale (le plan de front ab dans la figure 67, et les plans définis par 

la verticale m et le centre de la 
sphère dans les figures 68 et 69) ; 
puis nous avons déterminé les 
points où la verticale m ren- 
contre le cercle intersection de la 
sphère par ce plan auxiliaire. 

143. Problème. — Déterminer 
les points d'intersection d'une 
sphère avec une horizontale ou 
une frontale donnée. 

Soit, par exemple, à trouver 
(fig. 7a) les points de rencoiitre 
de la frontale {ab, a'b') avec la 
sphère .de centre (0, 0') représen- 
tée par ses contours apparents. 
Dans ce cas particulier, le plan 
projetant horizontalement la 
droite est le plan de front a5 ; ce 
plan coupe la sphère donnée sui- 
vant un parallèle de front pro- 
jeté horizontalement (137) sui- 
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vaut le segment cd et verticalement suivant le cercle de diamètre 
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c'd. Or, fce parallèle rencontre la droite [ab, ab') aux deux points 
projetés verticalement en m' et n' que l'on rappelle ensuite en m et 
n sur ab. Ces points (m, m'}, (n, n') sont par conséquent ceux où 
la droite rencontre la sphère. 

Ponctuation. — Représentons la surface de la sphère supposée opa- 
que. La portion (mn, m'n') de la droite donnée, comprise à Tintérieur 
de la sphère est cachée sur les deux projections. En outre, le point 
(n, n') étant au-dessous du plan horizontal H' qui contient le contour 
apparent horizontal de la sphère est sur l'hémisphère caché de cette 
sphère ; donc en projection horizontale la portion nd de la droite 
est cachée par la surface opaque de la sphère. Au contraire, les 
demi-droites indéfinies am et db sont vues, car le point (m, m') situé 
sur l'hémisphère supérieur est vu. 

De même, la droite {ab, a'b') est tout entière en arrière du plan de 
front F contenant le contour apparent vertical ; donc les segments 
e'm\ n'f de la projection verticale sont cachés par la surface opaque 
de la sphère. 

Si l'on avait supposé la sphère pleine et solide, les segments 
mn et m'n auraient dû être représentés eh trait enlevé, car la portion 
de la droite intérieure à la sphère aurait été noyée dans le solide. 

144. Problème. — Déterminer les points d* intersection d'une 
droite quelconque avec une sphère définie par ses contours apparents. 

Premier procédé. — Soit, par exemple, à déterminer les points 
•de rencontre de la droite (ab, a'b') avec la sphère (o, o') {fi^'"jS). 
Nous pouvons ramener ce problème au précédent en rendant la droite 
de front par un changement de plan vertical ; pour cela, il suffit de 
prendre comme nouveau plan vertical de projection un plan paral- 
lèle au plan vertical ab projetant horizontalement la droite. 

Dans répure, nous avons pris pour nouveau plan vertical de pro- 
jection Xtyi le plan vertical ab lui-même et comme plan horizontal 
de projection le plan H' contenant le contour apparent horizontal de 
la sphère. Par conséquent, le point (c, c') où la droite rencontre ce 
plan H' a une cote nulle dans le système xiyi et sa nouvelle pro- 
jection verticale cj coïncide avec c ; si nous considérons maintenant 
le point (d, d'), sa nouvelle cote est mesurée par la distance o'd' et sa 
nouvelle projection verticale d\ s'obtient en portant sur la perpen- 
diculaire élevée en d à xiyi la longueur dd\ égale à o'd' ; c\d\ est alors 
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la projection verticale de la droite dans le nouveau système de pro- 
jections. Quant au centre de la 
sphère, il est aussi dans le plan 
horizontal choisi comme plan de 
projection ; sa cote est donc nulle 
et sa nouvelle projection verti- 
cale o\ se trouve au pied de la 
perpendiculaire abaissée de o sur 

Le plan vertical xtyi qui con- 
tient la droite donnée coupe la 
sphère suivant un parallèle de 
front dans le nouveau système de 
projections ; ce parallèle a pour 
diamètre ef et sa projection ver- 
ticale, qui a pour centre la pro- 
jection verticale du centre de la 
sphère, est par conséquent le 
cercle de centre o\ et de rayon 
o\e (127). Ce cercle rencontre la 
nouvelle projection verticale c\d[ 
de la droite aux points m^ et nj,. 
que l'on rappelle horizontale- 
ment en m et n sur a6, puis en 

m' et n! sur Fancienne projection verticale a'b'. Les points cherchés 

sont (m, m') et (a, n'). 
Le lecteur n'aura pas de peine à justifier la ponctuation que nous 

avons établie en représentant la surface de la sphère supposée opaque. 
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145. Remarque. — Au lieu de faire un changement de plan ver- 
tical, on aurait pu employer un rabattement. On peut, du reste, se- 
rendre compte immédiatement, dans la figure 78, que le cercle de 
diamètre ef est le rabattement du petit cercle intersection de la 
sphère avec le plan vertical ab lorsqu'on rabat ce plan sur le plan- 
horizontal H'; de même, c^'d'i est le rabattement de la droite (a6,a'6'). 
Les constructions que nous avons expliquées au moyen d'un chan- 
gement de plan vertical peuvent donc encore se justifier par ce 
rabattement. 
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146. Deuxième procédé. — Soit encore à trouver les points de 
rencontre de la droite (ab, a'b') avec la sphère (o, o') (Jig. 74). Prenons, 

cette fois, comme plan 
^ auxiliaire le plan déter- 

miné par le centre de la 
sphère et la droite (ab, 
a'b'). Ce plan coupe la 
sphère suivant un grand 
cercle G et si on le rabat 
sur le plan horizontal H' 
passant par le centre de 
la sphère, ce grand cercle 
vient coïncider avec le 
contour apparent horizon- 
tal ; après le rabattement 
sa projection horizontale 
est donc le cercle G. Dans 
ce rabattement, la char- 
nière est rhorizontale (oc, 
o'c') joignant le centre de 
la sphère au point, (c, c') 
où la droite (a6, a'b') coupe 
le plan horizontal H' ; 
pour avoir le rabattement 
de la droite (ab, a'b'), 
on remarque alors que le 
point (c, c') situé sur la charnière ne bouge pas, de sorte qull suffit 
de rabattre un deuxième point ; dans l'épure, nous avons rabattu le 
point (d, d') dont les projections sont sur la ligne de rappel 00' ; le 
triangle rectangle d^d^ de rabattement de ce point, où dd^ = o'd', 
nous a permis d'obtenir le rabattement cherché di. Le rnbattement 
de la droite est cdi ; il rencontre le cercle G aux deux points mi 
et fil ; en relevant ces points on obtient sans difficulté en (m, m') 
et (n, n') les projections des points où la droite (ab, a'b') rencontre 
la jsphère. 
Ponctuation. — Nous avons supposé la sphère solide. Le segment 
- (mn, m'n') de la droite intérieur à cette sphère est alors enlevé. Sur 
la projection horizontale le segment em est caché par la surface de la 
sphère, puisque le point (m, m') est au-dessous du contour apparent 
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horizontal. De même, les points (m, m') et (n, n') situés en arrière 
•du contour apparent vertical sont cachés sur la projection verticale ; 
par suite, sur cette projection, les segments' m'f et nY sont cachés. 
Tout le reste est vu. 

147. Cas particulier. — Intersection d'une sphère avec une droite 
dont Vune des projections passe par la projection de même nom du centre 
de la sphère . 

Dans ce cas particulier, une rotation est préférable à un change- 
ment de plan ou à un rabattement, parce qu'elle n'exige que des 
-constructions plus simples. 

Ainsi, soit à chercher les points de rencontre de la sphère (o, 'o') 
avec la droite {ab, a'b') dont la projection verticale a'b' passe par la 

projection verticale o' du centre 
de la sphère {fig, 76). Prenons 
comme plan auxiliaire le plan de 
bout a'b' projetant verticalement 
la droite. Ce plan coupe la sphère 
suivant un grand cercle et ce 
sont les points où ce grand cercle 
rencontre la droite qu'il faut dé- 
terminer. Pour cela, faisons tour- 
ner le plan de bout a'b' autour 
de la droite de bout passant par 
le centre dé la sphère jusqu'à 
ramener en coïncidence avec le 
plan horizontal H' passant par 
{0,0') ; après cette rotation, le 
grand cercle d'intersection vient 
coïncider avec le contour appa- 
rent horizontal et par suite se 
projette suivant le cercle C. Dans 
la rotation, le point (a, a') où 
la droite (a6, a'b') rencontre la 
un autre point quelconque (6, b') 
de cette droite a pour nouvelles projections 6j, b\ après la rotation, 
«t on a en (a6i, a'b\) les projections de la droite dans sa nouvelle 
position. La droite abi rencontre le cercle G aux deux points mi et 
/Il ; ce sont les projections horizontales des points d'intersection de la 
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droite de bout 0' ne bouge pas ; 
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sphère et de la droite après la rotation. On en déduit aisément les^ 
projections (m, m'), (n, n') de ces points avant la rotation. 

La ponctuation a été établie en supposant la surface de la sphère 
opaque. 

Remarque. — Les constructions précédentes s'appliquent en parti- 
culier à la recherche de l'intersection d'une sphère avec une droite 
passant par son centre. 
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148. Problème. — Déterminer les points de rencontre d'une droite 
et d'une sphère représentées en Géométrie cotée. 

Premier procédé. — Soit à trouver les points où la droite 
a(a)ô(5) rencontre la sphère ayant pour centre le point o(a) et dont 

le contour apparent est projeté 
/ suivant le cercle C {fig, 76) . 

Prenons comme plan auxiliaire 
le plan vertical xy projetant la 
droite et cherchons par consé- 
quent les points où le cercle d'in- 
tersection de la sphère par ce plan- 
vertical rencontre la droite don- 
née (i4i). 

Pour que les explications soient 
plus claires, considérons le sys- 
tème de projections défini par le 
plan horizontal de cote 2, pas- 
sant par le centre de la sphère 
et par le plan vertical xy. Dans- 
ce système, le centre de la 
sphère étant dans le plan hori- 
zontal se projette verticalement 
sur xy au pied 0' de la perpendiculaire abaissée du point 0. Le 
cercle d'intersection de la sphère et du plan vertical xy est pro- 
jeté horizontalement suivant le segment de, verticalement suivant 
le cercle y' ayant pour diamètre le segment de (127). On obtient 
enfin la projection verticale a'c' de la droite en joignant le point 
a (ou a') où cette droite rencontre le plan horizontal de cote a au 
point & projection verticale du point c(3) {ce' = i unité de l'échelle), 
a'c' rencontre le cercle y' ^^^ points m' et n\ qui se rappellent 
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horizontalement en m et n. Les points de rencontre de la droite 
0(2)6(5) avec la sphère sont alors ceux dont les projections sont 
m et n et les cotes respectives : a — mwl et a -h nn'. 

Pour. établir la ponctuation, on a supposé la surface de la sphèie 
opaque. 

149. Remarque. — Dans la figure 76, le cercle 7' de diamètre ed 
peut être considéré comme le rabattement du petit cercle d'intersec- 
tion de la sphère et du plan vertical xy lorsqu'on rabat ce plan sur 
le plan horizontal de cote a ; de même, a!c' est le rabattement de la 
droite 0(2)0(8) et m! et n' sont les rabattements des points cherchés. 




150. Deuxième procédé. -*- Employons maintenant comme plan 

auxiliaire le plan déterminé 
par le centre 0(2) de la sphère 
et la droite donnée a(a)6(5) 
[flg, 77). Ce plan coupe la 
sphère suivant un grand cer- 
cle et il faut chercher le* 
points où la droite rencontre 
ce grand cercle. Pour cela 
rabattons le plan o(a)a(a)6(5) 
sur le plan horizontal de cote 
a passant par le centre de la 
sphère ; la charnière est alors 
l'horizontale o(a)o(2). Le grand 
cercle d'intersection àe rabat 
sur le contour apparent hori- 
zontal lui-même, car le centre- 
0(2) du cercle situé sur la charnière ne bouge pas et par suite le 
grand cercle est projeté après le rabattement, suivant le cercle G; 
la droite 0(2)6(6) se rabat en 061, suivant la droite joignant le 
point a où elle rencontre la charnière au point 61, rabattement du 
point 6(5) (662 = 3 unités de l'échelle). Les points wii et wi où 061 
rencontre le cercle G sont alors les rabattements des points cherchés. 
On en déduit aisément leurs projections m et /i ; quant à leurs cotes, 
on les obtient en considérant ces points comme appartenant à la 
droite 0(2)6(6). 

Chollet \t Mineur, II. 7 
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Section plane de la sphère. 

151. On démontre en Géométrie que la section d'une sphère par 
un plan est une circonférence dont le centre est la projection du centre 
de la sphère sur le plan sécant. 

Pour définir sur une épure les ellipses projections de cette circon- 
férence : I'» on peut en construire les axes de symétrie et les sommets ; 
a^ on peut aussi en déterminer un point quelconque et la tangente en ce 
point ; dans ce cas, on emploie la méthode générale suivante. 
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152. Méthode générale de détermination d'un point quelconque 

DE LA SECTION. — Soient S la 
sphère et P le plan sécant 
[fig. 78) ; on considère un plan 
auxiliaire A qui coupe la sphère 
S suivant un cercle C et le plan P 
suivant une droite D ; le cercle C 
et la droite D se coupent en 
général en deux points M et N ; 
ces deux points, situés à la fois 
sur la sphère S et dans le plan P» 
sont deux points de la section. 

Choix des plans auxiliaires . — 
■ Pour que les constructions aux- 
quelles donne lieu cette méthode 
soient simples, on prend comme 
plans auxiliaires des plans horizontaux ou de front, de manière que 
les projections du cercle G soient un cercle facile à tracer (laô 
et 127). 




Fig. 78 



153. La tangente en un point quelconque de la section est définie 
par 1« théorème suivant. 



Théorème. — La tangente en un point d'une section plane est la 
droite ^intersection du plan sécant et du plan tangent à la sphère au 
point considéré. 
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En effet, la tangente MT à la section plane y (^fig. 78) est située dans 
le plan de cette courbe, c'est-à-dire dans le plan sécant P. Gomme 
cette courbe y est située sur la surface de la spbère, la tangente MT 
est aussi dans le plan Q tangent à la sphère au point M (ii5, 4^). La 
tangente MT située dans les deux plans P (sécant) et Q (tangent) est 
donc leur intersection. 

154. 1. Gas particuliep. — Déterminer Vintersection d'une sphère 
avec un plan perpendiculaire à l'un des plans de projection. 

Soit à déterminer l'intersection du plan de bout PaQ avec la sphère 




Fig. 79 

de centre (0, 0') figurée par ses deux contours apparents {fig. 79). 
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lo Centre. — Le centre de la section est le pied (w, w') de la per- 
pendiculaire abaissée du centre de la sphère sur le plan sécant. 

20 Projection verticale, — La projection verticale du cercle d'inter- 
section se réduit au segment a'b' de la trace verticale du plan de bout 
comprise à ri ntérieur de la projection du contour apparent vertical 
(ii6). 

3« Sommets de la projection horizontale. — La projection horizontale 
est une ellipse qui a pour centre le point w et dont les axes sont les 
projections du diamètre horizontal de la circonférence d'intersection 
et du diamètre perpendiculaire à celui-ci (loa, i®). 

Or rhorizontale passant par le centre (w, w') de la circonférence est 
la droite de bout (oj/i, w'/i') du plan PaQ ; la perpendiculaire menée 
par le point (to, to') à cette horizontale est la frontale (w/, w'/). Les 
extrémités des diamètres de la circonférence dirigés suivant ces 
droites sont les points où elles rencontrent la sphère. On remarque 
immédiatement que la frontale (a>/; a>'/) située dans le plan de front 
passant par le centre de la sphère, rencontre le contour apparent ver- 
tical aux points (a, a'), (6, h') : les points a et 6 sont donc les extré- 
mités du petit axe de la projection horizontale. 

Quant au diamètre de la circonférence dirigé suivant Thorizontale 
(to/i, w'/i'), il se projette horizontalement en vraie grandeur ; mais 
a'h' est aussi la vraie grandeur du diamètre de cette circonférence ; on 
obtient donc les extrémités du grand axe de la projection horizontale 
en portant sur w/i les longueurs toc et lod égales à w'a'. 

Ayant ainsi les quatre sommets a, 5, c, d de l'ellipse projection 
horizontale de la section, on peut facilement construire cette ellipse 
par points en utilisant les procédés géométriques connus (ii4)- Mais 
on peut également obtenir directement un point quelconque de 
l'ellipse projection. 

4*» Point quelconque de la projection horizontale et tangente en ce 
point. — Employons la méthode indiquée au n*» i5a. Coupons la 
sphère et le plan sécant par un plan horizontal quelconque H'. Ce 
plan détermine dans la sphère un parallèle projeté horizontalement 
suivant le cercle de diamètre eg ; il coupe le plan PaQ suivant la 
droite debout (i/, i'j'). Cette droite et le parallèle se rencontrent aux 
points (m, m'), (n, n) qui sont deux points de l'intersection. 

La tangente au point (m, m') est l'intersection du plan sécant et 
du plan tangent à la sphère au même point. On connaît déjà un 
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premier point de cette intersection, le point (m, m') ; il suffit d'en 
trouver un second. Pour cela, coupons le plan tangent et le plan 
sécant par le plan horizontal H'^ passant par le centre de la sphère. 
Ce plan horizontal auxiliaire coupe le plan sécant suivant la droite de 
bout {kl, /cT} . Il coupe le plan tangent suivant une horizontale ; or, 
les horizontales du plan tangent sont perpendiculaires au rayon de 
la sphère aboutissant au point (m, m'), c'est-à-dire que leurs projec- 
tions horizontales sont perpendiculaires à om ; d'autre part, la fron- 
tale {mr, m'r') du plan tangent, frontale dont la projection verticale 
est perpendiculaire à o'm\ rencontre le plan horizontal HJ au point 
Ir, r'} ; ce point appartient donc à l'horizontale du plan , tangent 
située dans le plan horizontal H'^ ; par suite, cette horizontale est 
projetée horizontalement suivant la perpendiculaire rt à om ; elle 
rencontre la droite {kl, kT) au point (^ V), Ce point est le deuxième 
point cherché de la tangente : cette tangente est par conséquent la 
droite {mt, m'I'), 

5« Points sar le contour apparent horizontal, — Il ne faut pas oublier 
de déterminer les points où le cercle d'intersection rencontre le con- 
tour apparent horizontal de la sphère; car la détermination de ces 
points est indispensable pour la ponctuation de la projection hori- 
zontale de la section ; en effet, c'est en ces points que la section 
passe de l'hémisphère supérieur de la sphère qui est vu en entier 
à l'hémisphère inférieur qui est caché (117I. C'est donc en ces points 
que la ponctuation de la section se modifie. 

Pour obtenir ces points, il suffit de prendre comme plan auxiliaire 
(i5a) le plan horizontal R\ qui passe par le centre (0, 0') de la sphère. 
Ce plan coupe la sphère suivant un grand cercle projeté horizontale- 
ment suivant le contour apparent horizontal (C, C) et le plan sécant 
suivant l'horizontale {kl, k'i'). Les points {p, p') et (g, q') commune à 
cette horizontale et au cercle (C, C) sont les points cherchés. 

A.UX points p et g l'ellipse est tangente au cercle C ; en effet, les 
tangentes eh (p, p') et (g, q') à la section et au contour apparent hori- 
zontal ont même projection horizontale, puisqu'elles sont contenues 
dans le plan tangent à la sphère en ces points et que ces plans tan- 
gents sont verticaux. Ceci résulte d'ailleurs du. théorème général 
démontré précédemment (118). 

60 Ponctuation. — Supposons la surface de la sphère opaque. En 
projection verticale, le segment a'b' est vu tout entier parce qu'il est 
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la projection du demi-cercle d'intersection situé en avant du plan de 
front contenant le contour apparent vertical. En projection horizon- 
tale, Tare pdnamcq est vu, car il est facile de se rendre compte sur 
la projection verticale qu'il est la projection de la portion de la cir- 
conférence située au-dessus du plan du contour apparent horizontal; 
au contraire. Tare pbq est caché comme projection de la portion 
de la circonférence située sur l'hémisphère caché, c'est-à-dire, au- 
dessous du plan horizontal HJ . 

On aurait à faire des constructions tout à fait analogues pour déter- 
miner l'intersection d'une sphère avec un plan vertical. 

155. 1[. Cas général. — Déterminer V intersection d'une sphère et 
d'un plan quelconque, définis dans un système de deux plans de pro- 
jection. 

Première méthode. Détermination des axes des deux projections. 
— Pour définir les deux ellipses projections de la section, on peut 
chercher leurs axes. Pour cela, on ramène la recherche de l'intersection 
dan plan quelconque avec une sphère au cas particulier traité au /i» i54. 
Il suffit pour cela de faire un changement de plan vertical ou un chan- 
gement de plan horizontal de manière à amener successivement le plan 
sécant à être de bout, puis vertical. Le lecteur a pu se rendre compte, 
en effet, que lorsque le plan sécant est perpendiculaire à l'un des 
plans de projection, il est très aisé de déterminer rapidement les axes 
de la projection sur l'autre plan de projection. 

156. Ainsi, soit à chercher la section de la sphère de centre (o, o') 
définie par ses deux contours apparents avec le plan déterminé par 
l'horizontale et la frontale concourantes {ah, a' h'), (af, a'f) [fig^ 8o). 

I o Axés de la projection horizontale,— Rendons le plan sécant de bout ; 
il faut (I, a 44) que la nouvelle ligne de terre Xijx soit perpendicu- 
laire aux horizontales de ce plan. En faisant passer cette ligne de 
terre x\yi par le point o et en élevant en même temps le plan 
horizontal de projection jusqu'au centre de la sphère, le centre se 
trouve alors sur xiyi, ses deux projections o, o\ coïncident et le con- 
tour apparent vertical de la sphère dans le nouveau système de pro- 
jections a sa projection verticale confondue avec le cercle G, projec- 
tion horizontale du contour apparent horizontal (i35). On évite ainsi 
le tracé d'une nouvelle circonférence. 
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Dans ce système, la trace horizontale du plan sécant est l'horizon- 
tale (ap, a'P') intersection du plan donné avec le plan horizontal H' 




Fig. 80 

passant par (o, o'). Le point y où ot^ rencontre xi yi est donc un 
premier point de la nouvelle trace verticale du plan sécant ; pour en 
avoir un deuxième point, il suffit de chercher la nouvelle projection 
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verticale d*un point qaelconque du plan sécant ; nous avons cons- 
truit dans répure celle du point (a, a') en portant sur la perpen- 
diculaire abaissée de a sur x^yi la longueur loî^ égale à la cote h\a' 
de ce point par rapport au nouveau plan horizontal de projection 
H'. La trace verticale du plan sécant dans le système xiyi est donc 
Ya'i. Dès lors, pour avoir les axes de la projection horizontale, il 
suffit d'effectuer les constructions expliquées au n^ i54. 

Le centre de la section est le point (co, a>j), pied de la perpendicu- 
laire abaissée du centre de la sphère sur le plan de bout ^a\. La 
trace verticale de ce plan Rencontrant le contour apparent vertical 
aux points (&, b\), (c, c\), les points & et c sont les sommets du 
petit axe de l'ellipse. En menant Thorizontale du plan sécant passant 
par le centre de la section et en portant sur la projection horizon- 
tale de cette droite les longueurs a>(2 et u>e égales au rayon tii\b\ du 
cercle d'intersection, on a en d et ^ les sommets du grand axe. 

157. 2« Axes de la projection verticale, — Par analogie avec ce qui 
précède, on obtient les axes de la projection verticale en rendant le plan 
sécant vertical. Pour cela (28; prenons comme ligne de terre auxi- 
liaire une droite Xiji perpendiculaire aux frontales du plan . Dans 
répure, nous avons fait passer cette ligne de terre par le point 0' et 
nous avons pris comme plan vertical de projection le plan de front 
passant par le centre de la sphère. De cette manière, le centre de la 
sphère se trouve sur la ligne de terre et ses deux projections 02, o' 
dans le nouveau système de projections coïncident ; de plus, il n'est 
pas nécessaire de tracer la nouvelle projection horizontale du contour 
apparent horizontal, car elle est confondue avec la projection Verti- 
cale C\ du contour apparent vertical (i35). 

La trace verticale du plan sécant, dans le système ^272, est alors 
la frontale (sep, s'cp') de ce plan contenue dans le plan de front pas- 
sant par le centre de la sphère. Le point X où elle rencontre x^y^ est 
un premier point de la trace horizontale; pour en obtenir un 
deuxième, nous avons cherché la nouvelle projection horizontale a^ 
du point (a, a') en portant sur la ligne de rappel a'\L% la longueur 
fx^a^ égale à l'éloignement a\L de ce point par rapport au plan de 
front passant par le centre de la sphère. La trace horizontale du plan 
sécant dans le nouveau système de projections est donc Xa2. 

Le centre du cercle d'intersection est le point (a>2, co'), pied de la 
perpendiculaire abaissée du centre (02, 0') de la sphère sur le plan 
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vertical Qik^'. Pour vérifier l'exactitude des constructions, on s'assure 
que les points (o>, w') sont sur une même ligne de rappel. 

La Irace horizontale 'kg-i du plan sécant rencontre le contour appa-^ 
rent horizontal de la sphère aux points {g^, g'), {k%, h") et les points 
g\ W sont les sommets du petit axe de la projection verticale. Quant 
au grand axe, il est la projection du diamètre de front de la section ; 
ce diamètre se projette verticalement suivant la parallèle menée par 
cd' à la frontale a'f'\ d'autre part, comme g^k^ est aussi un diamètre 
de la circonférence d'intersection, on obtient les extrémités du grand 
axe de Tellipse en portant sur la frontale du point to' les longueurs 
<o'i' et (1)'/ égales à Wi^^s. 

158. Remarques. I. — Les longueurs de et Vf doivent être égales 
entre elles comme égales l'une et l'autre au diamètre du cercle d'in- 
tersection. 

IL — Les points de la section projetés horizontalement en d et e 
sont les extrémités du diamètre horizontal de la section ; ils se pro- 
jettent verticalement en d! et e', à l'intersection des lignes de rappel 
des points d et « et de la perpendiculaire aux lignes de rappel menée 
par (o'. 

De même, les extrémités du diamètre de front, projetées verticale- 
ment en i' et j\ se projettent horizontalement en i et j à Tinlersec- 
tion des lignes de rappel des points i' et j' avec la projection hori- 
zontale de la frontale du plan sécant passant par le point (û>, (o'). 

159. S** Points de Viaterseciion situés sur les contours apparents de 
la sphère. 

On obtient les points situés sur le contour apparent horizontal G en 
prenant comme plan auxiliaire (iSa) le plan horizontal H' qui passe 
par le centre de la sphère. Ce plan coupe la sphère suivant le cercle 
(C, G') et le plan sécant suivant l'horizontale (a^, ol'^') qui se ren- 
contrent aux points cherchés (m, m') et (n, n'). ^Aux points m et n, 
le cercle G et l'ellipse projection horizontale de la section sont tan- 
gents (ii8)« 

De même, on obtient les points situés sur le contour apparent verti' 
cal Ci en prenant comme plan auxiliaire (i5a) le plan de front F qui 
contient le centre de la sphère. Ce plan coupe la sphère suivant le 
cercle (Ci, C^) et le plan sécant suivant la frontale (s<p, e'cp') qui se 
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rencontrent aux points cherchés (p, p') et (g, q'). A.ux points p'et q' 
le cercle G'^ et Tellipse projection verticale de la section sont tan- 
gents (ii8). 

160. 4° Ponctaation. — La sphère étant supposée opaque, on voit 
que le point {e, e'), par exemple, est au-dessus du plan horizontal H^ 
qui contient le contour apparent horizontal de la sphère. Donc ce 
point est vu en projection horizontale et il en est de même de l'arc 
de rintersection projeté en nebpidm ; au contraire, Tare projeté en 
mcjqn est caché, car il appartient à Thémisphère situé au-dessous du 
plan horizontal H'. 

De même, le point (e, e') est en avant du plan de front F conte- 
nant le contour apparent vertical, par suite il est vu en projection 
verticale ; Tare de l'intersection projeté verticalement en q'n'e'A'p', 
qui contient ce point est donc vu sur cette projection ; au contraire, 
l'arc projeté en q'j'g'm'd'i'p' est caché, car il est situé sur l'hémisphère 
situé en arrière du plan de front Fj. 

Remarque. — On voit que sur chaque projection de la section, les- 
parties vues et les parties cachées sont séparées par les points où 
cette section rencontre le contour apparent de- même nom ; c'est 
pourquoi il ne faut jamais oublier de déterminer ces points. 

161 . Deuxième méthode. — On peut aussi déterminer autant de 
points de la section que l'on veut par l'emploi de plans auxiliaires 
horizontaux ou de front (loa). Avec un nombre de points assez res- 
treint et les points situés sur les deux contours apparents (i54, 5<>) 
on peut ensuite tracer avec une exactitude suffisante les deux ellipses 
projections horizontale et verticale du cercle d'intersection. 

Soit, par exemple, à déterminer l'intersection de la sphère (o, o') 
avec le plan défini par les droites concourantes (a6, a'h'), [ac^ a'd) 

ifig- 8i)- 
Appliquons la méthode générale indiquée (i5a). 

162. 1» Détermination d'un point quelconque, — Coupons la sphère 
et le plan sécant par le plan auxiliaire horizontal H'. Ce plan coupe 
la sphère suivant le parallèle projeté suivant le cercle (y, Y) ®* ^^ 
plan sécant suivant l'horizontale (6c, b'c') ; cette horizontale ren- 
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contre le parallèle (-(» y') aux deux points (m, m'), (n, n'} qui^sont 




Fig. 81 

deux points de Tinte rsection. 

163. a» Tangente au point (m, m'). — Nous aurons la tangente au 
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point (m, m'), en cherchant l'intersection du plan tangent à la sphère 
en ce point avec le plan sécant (i53). Nous connaissons déjà un pre- 
mier point de cette intersection, le point (m, m'), point de contact de 
la tangente. Il suffit donc d'en déterminer un deuxième point. Pour 
cela, coupons les deux plans par un plan auxiliaire, par exemple par 
le plan horizontal H'j passant par le centre de Ifi^ sphère. Ce plan 
horizontal coupe le plan sécant suivant l'horizontale [de, de'), paral- 
lèle à (6c, 5V). 

Pour avoir ensuite la droite d'intersection de ce même plan hori- 
zontal et du plan tangent, nous remarquons que cette droite est une 
horizontale et par conséquent que sa projection horizontale est per- 
pendiculaire à om, projection horizontale du rayon de la sphère 
ahoutissaut au point de contact ; or, la frontale (m/, m'f) menée par 
le point (m, m') dans le plan tangent (m'f est perpendiculaire à o'm') 
perce le plan horizontal R[ au point (/, /'), et ce point appartient 
évidemment à l'horizontale d'intersection du plan Hi et dû plan 
tangent. Cette horizontale est donc la droite {ft.f'i') dont la projec- 
tion horizontale est la perpendiculaire abaissée de / sur om ; le 
point (U i') où elle reacontre [de, d'e') est donc un point de la tan- 
gente à la section au point (m, m') ; par conséquent les projections 
de cette tangente sont (tm, i'm'). 

164. 3o Points de V intersection situés sur les contours apparents de 
la sphère. — On procède^ comme il a été indiqué au n» iSg. Le plan 
auxiliaire horizontal H'j coupe la sphère suivant le cercle (G, C), le 
plan sécant suivant l'horizontale (de, d'e') qui donnent les deux 
points (g, g') et (/i, h') situés sur le contour apparent horizontal ; 
aux points ^ et /i le cercle G et l'ellipse projection horizontale de la 
section sont tangents (ii8). 

Le plan auxiliaire de front F coupe la sphère suivant le cercle 
(Gj, G'i} et le plan sécant suivant la frontale (i/\ i'j') qui donnent les 
deux points (fe, k') et [U l') situés sur le contour apparent vertical. 
Aux points W et i', le cercle G' et l'ellipse projection verticale de la 
section sont tangents (ii8). 

Il est alors facile de tracer les deux ellipses projections. 

165. 4® Ponctuation. — Le lecteur n'aura aucune peine à justifier 
la ponctuation des deux ellipses. 
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466, Problème. — Déterminer la section faite dans une sphère, dé- 
finie en géométrie cotée, par le plan de deux droites concourantes dont 
on donne les projections cotées. 

Soient, par exemple, o(3) le centre de la sphère, G la projection 
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Fig. 82 



horizontale de son contour apparent et a(o)6(3), a(o)c(3) les deux 
droites définissant le plan sécant [fig. 82). 



Méthode. — Nous ramènerons encore ce problème à celui traité au 
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n» i54, en introduisant un plan vertical auxiliaire de projection 
perpendiculaire au plan sécant, de manière que dans le système 
des deux plans de projections ainsi défini, le plan sécant soit un plan 
de bout. 

Dans l'épure, nous avons pris comme plan vertical de projection le 
plan vertical xy mené par le centre de la sphère perpendiculairement 
à l'horizontale 6(3)c(3) du plan sécant; nous avons également pris 
comme plan horizontal de projection celui qui passe par le centre de 
la sphère. De cette manière, le centre de la sphère se trouve situé sur 
la ligne de terre et ses projections o, o' sont confondues. De plus, 
le contour apparent vertical de la sphère se projette verticalement 
suivant le cercle G déjà tracé (i35). 

La trace horizontale du plan sécant, dans ce. système de projections, 
est l'horizontale c(3)6(3). Le point a(o) se projette verticalement en a', 
sur la perpendiculaire abaissée de a sur œy, à une distance aa' de 
la ligne de terre égale à 3 unités de l'échelle. Par conséquent, puis- 
que, dans le système xy, le plan sécant est un plan de bout, sa trace 
verticale est la droite pa' joignant le point a' au point p où la trace 
horizontale rencontre xy, 

' 167. I" Sommets de la projection, — Il nous suffit maintenant de 
recommencer les constructions expliquées au n** i54 pour obtenir la 
projection de la section cherchée. Le centre de cette section est le 
point (o), (o'), pied de la perpendiculaire abaissée du centre de la 
sphère sur le plan de bout c^d' ; sa cote est 3 -h wo)'. La trace ver- 
ticale du plan rencontre le contour apparent vertical aux points 
(d, cT), (e, e'), par suite d et e sont les sommets du petit axe de la 
section ; leurs cotes, dans l'espace, sont 3H-dd'et3 — ee'. Quant 
au grand axe, c'est la projection du diamètre horizontal du cercle 
d'intersection ; il est donc dirigé suivant la droite cow' et ses extré- 
mités sont les points / et ^ obtenus en portant sur cette droite les 
longueurs a/ et oig égales au rayon a>'d' du cercle dans l'espace. Les 
cotes de ces points sont évidemment égales à celle du centre (o), o)'). 

168. a* Points situés sur le contour apparent de la sphère,' — On 
obtient ces points en prenant comme plan auxiliaire (i5a) le plan 
horizontal de cote 3 qui contient le centre de la sphère. Ce plan 
coupe la sphère suivant le cercle projeté en G et le plan suivant 
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l'horizontale 6(3)c(3) qui se rencontrent aux points cherchés r{3) et 

*(3). En ces points, le cercle G et Tellipse projection de la section 

sont tangents (ii8). 

« 

169. 3° Point quelconque et tanqente. — On obtient un point quel- 
conque de l'intersection en coupant la sphère et le plan donné par 
un plan horizontal auxiliaire (lôa). Ainsi, le plan horizontal, dont la 
^tFace verticale H' dans le système de projections défini plus haut 
est parallèle à ary, coupe le plan sécant suivant la droite projetée 
horizontalement en kl et la sphère suivant le parallèle de diamètre 
((/» i'j') • Cette droite et ce parallèle se coupent aux points projetés 
-en m et n et dont les cotes sont égales à 3 h- W, approximativement 
5 sur répure : ce sont deux points de la section. 

La tangente au point M de la section, projeté en m, est l'intersec- 
tion du plan tangent à la sphère en ce point avec le plan sécant (i53). 
On connaît un premier point de cette intersection, c'est le point M; il 
-suffit donc d'en trouver un deuxième. Pour cela, coupons les deux 
plans par un plan auxiliaire, par exemple par le plan horizontal 
de cote 3. Ce plan coupe le plan sécant suivant l'horizontale 6(3)c(3) ; 
il coupe le plan tangent suivant une autre horizontale dont la 
projection est perpendiculaire à la projection om du rayon de la 
"Sphère aboutissant au point de contact Mais, d'autre part, la fron- 
tale {mp, m'p') menée par (m, m') dans le plan tangent [m'p' est per- 
pendiculaire à o'm') rencontre le plan horizontal de cote 3 au point 
(p,p') et ce point appartient évidemment à l'horizontale de cote 3 du 
plan tangent. Donc cette horizontale a pour projection la perpendi- 
culaire pq abaissée de p sur om ; elle rencontre l'horizontale 6(3)c(3) 
au point /{3), de sorte que la tangente cherchée est projetée en tm. 
La tangente à l'ellipse au point n symétrique du point m par rapport 
-au petit axe de s'obtient immédiatement en joignant le point n au 
point de rencontre 6 du petit axe et de la tangente en m. 

40 Ponctuation, — On voit immédiatement que l'arc du cercle d'in- 
tersection projeté en rfndmgs est va, tandis que le reste est caché. 

i vi. 

Plans tangents à la sphère. 

170. Problème. — Mener à une sphère un plan tangent parallèle à 
•un plan donné. 
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Solution géométrique. — Supposons le problème résolu et soit 
Q un plan parallèle au plan donné P et tangent à la sphère au 
point M {fig, 83). Le rayon OM est perpendiculaire au plan Q (ii5, ^'l 
et par suite au plan P. Le point de contact est donc l'un des points 
de rencontre (M ou M') de la sphère avec la perpendiculaire abaissée 
de son centre sur le plan donné P. Le problème admet par suite deux 
solutions, quel que soit le plan P. 

171. Solution graphique. — i** Soit à mener à la sphère (o, o') 

définie par ses deux con- 
tours apparents les plans 
tangents parallèles au plan 
déterminé par Ihorizon- 
tale et la frontale concou- 
rantes {ah, . a'h'), [af, a'f) 
(fig- 84). 

La perpendiculaire abais- 
sée du centre (o, o') sur le 
plan P a sa projection ho- 
rizontale od perpendicu- 
laire h ah et sa projection 
verticale o'd! perpendicu- 
laire à a'f (I, 170, Rem.)- 
Pour trouver les points 
d'intersection de la sphère 
et de la droite (od, o'd'), 
prenons comme plan auxiliaire (i4i) le plan vertical od proje- 
tant horizontalement la droite. Ce plan coupe la sphère suivant 
un grand cercle et ce sont lès points où ce grand cercle rencontre la 
droite qu'il faut chercher. Pour cela, faisons tourner le plan vertical 
od autour de la verticale passant par le centre de la sphère jusqu'à 
ramener en coïncidence avec le plan de front F passant par (0, o') ; 
après cette rotation le grand cercle se projette verticalement suivant 
le cercle G'. Dans cette rotation, le point (0, 0') situé sur l'axe ne 
bouge pas ; un autre point (d, d') de la droite a pour nouvelles pro- 
jections (di, d\) après la rotation et on a en (od, o'd[) les nouvelles 
projections de la droite dans sa nouvelle position. La droite o'd\ ren- 
contre le cercle G' en deux points m\ et n', ; ce sont les projections 
verticales des points d'intersection de la droite et de la sphère après la 
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rotation. On en déduit aisément les projections (m, mf), (n, n') de ces 

points avant la rotation(3 1 ) . 
Il reste à mener par 
chacun de ces points le 
pian parallèle au plan don- 
né (I, i45) ou à construire 
le plan tangent à la 
sphère en ces points (iSa). 



172. Géométrie cotée. 
— Soit à mener à la sphère 
de centre o(4) et dont le 
contour apparent en pro- 
jection est le cercle G {fig. 
85) un plan tangent paral- 
lèle au plan P défini par 
son échelle de pente. 

La perpendiculaire abais- 
sée du centre o(4) sur le 
plan P a pour projection 
la parallèle og menée par 
le^ point à Téchelle de 




Fig. 84 

pente donnée P ; son in- 
tervalle étant bc (1, 78), il 
est facile d'obtenir, par 
exemple, lé point 6(5) de 
cette perpendiculaire. 

On obtient les points de 
rencontre de la droite 
0(4)6(5) et de la sphère 
en rabattant sur le plan 
de cote 4 le plan verti- 
cal eg projetant la droite 
(t49)' Le grand cercle d*in- 
Chollbt bt Minbur, U. 
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tersection avec la sphère se rabat suivant la circonférence G", la 
droite est rabattue en oei et les rabattements mi et /ii donnent 
en m et n de cotes respectives 4 -+- mmi et 4 — n/ii les points de 
contact des plans cherchés et de la sphère. 

Il ne reste plus qu'à construire (i36) Thorizontale /i(4)<(4) du plan 
tangent en celui de ses points qui est projeté en m, pour pouvoir 
figurer une échelle de pente Q de ce plan, parallèle au plan P. 

173. Problème. — Mener par une droite donnée unplan tangent à une sphère 
donnée. 

Solution géométrique . — Supposons le problème résolu et soit P un 
plan passant par la droite donnée AB et touchant la sphère O au point M 

iflg. 86). Le rayon OM per- 
pendiculaire à P est perpen- 
_ diculaire à AB, qui est une 
droite du plan P ; par OM 
on peut donc faire passer un 
plan Q perpendiculaire à AB . 
Ce plan Q rencontre AB au 
point I et coupe la sphère 
suivant un grand cercle P 
passant par le point M, la tan- 
gente en ce point au cercle F 
est d'ailleurs la droite IM. On 
Pig. 86 en conclut que pour avoir le 

plan tangent cherché, il suffit 
de mener par le centre de la sphère le plan perpendiculaire à AB, de déter- 
miner le point de rencontre I de ce plan et de la droite AB, ainsi que le 
grand cercle F suivant lequel il coupe la sphère et enfin de mener par le 
point I une tangente IM au cercle F ; cette tangente détermine avec AB le 
plan tangent demandé. 

Pour que le problème soit possible, il faut qu'on puisse mener par le point 
^I des tangentes au cercle F, c'est-à.dire que le point I soit extérieur au cercle 
F et par suite extérieur à la sphère. Comme I est le point de AB le plus rap- 
proché de O, cela revient à dire que la droite AB ne doit pas cou perla sphère. 
Le problème admet alors deux solutions données par les deux tangentes IM et 
IN menées du point I au cercle F. 

Remarque. — Une autre solution sera développée plus loin (362). 

174. Solution graphique. — i« Soit à mener par la droite {ah, a'b') un 
plan tangent à la sphère définie par son centre (o, o') et par ses deux contours 
apparents (/îflf. 87). 

Menons d'abord par le centre (0, 0') le plan Q perpendiculaire à la droite 
a&, a'b') (1, 17a) ; ce plan est défini par l'horizontale {oh, o'h') et la frontale 
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{^fi o'f)' Pour obtenir le point commun à ce plan et à la drpite (ab, a'6') nous 
prenons comme plan auxiliaire le plan vertical ab qui coupe le. plan Q, 
suivant la droite (cd, c'd')j d'où le point cherché (i, t'). 

Pour mener parce point (t, t') les tangentes au grand cercle section de la 




Fig. 87 



Sphère par le plan Q, nous rabattons ce plan Q sur le plan horizontal passant 
par le centre de la sphère ; la charnière est l'horizontale (oh, o'h'). Le grand 
cercle rabattu a sa projection horizontale confondue avec le cercle G de con- 
tour apparent horizon^l. Le point (i, i'), après le rabattement, se projette en 
t'i, obtenu à Taide du triangle rectangle iciu dans lequel ita = t"a. Par le point 
U, on mène alors les tangentes ii/ni et iiiii à la circonférence C ; mi et n^ 
sont les rabattements des points de contact des plans cherchés et de la sphère. 

On obtient la projection horizontale m du point rabattu en mi à Tintersec- 
tion de la perpendiculaire mtfx à la charnière oh et de la droite tp projection 
de la droite rabattue en it p. 

En rappelant t^ en t"3' sur la projection verticale, on obtient en m' la pro- 
jection verticale du point de contact cherché (m, m). 
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L*uQ des plans cherchés est défiai par les deux droites concourantes (ah, a'b') 
€l {im, i'm,'}. 
On relèverait de marne le point rabattu en ni. 

!75. GéomHrie cotée. —Soit à mener par la droite a(3) 6(4) un plan tan- 
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gen't \ la sphère définie par son centre 0(4) et la projection G de son contour 
«pparent horizontal lyig. 88) . 

Construisons d'abord le plan mené par o(4} perpendiculairement à la droite 
donnée (1, 76). 

La perpendiculaire oa abaissée de sur à\\ est la projection horizontale de 
rhorizontale de cote 4 de ce plan, de sorte qu'après avoir construit l'inter- 
valle hc inverse de celui de la droite AB, on peut construire immédiatement 
<*X graduer une échelle de pente Q. Pour obtenir le point d'intersection de la 
droite AB et du plan Q, on détermine d'abord (I, 66, 3*^} le point u où se 
coupent les projections af et ht des horizontales de cotes 3 et 4 s'appuyant 
sur AB et sur la ligne de plus grande pente du plan projetée suivant 
Téchelle .de pente Q; en abaissant ensuite la perpendiculaire <i)4 sur (i6, on a 
la projection i du point cherché ; sa cote s'obtient en le considérant comme 
appartenant à la droite ÀB ou au plan Q. 

Lorsqu'on rabat le plan Q sur le plan horizontal de cote 4 en le faisant 
tourner autour de Thorizontale o(4)e(4)> le grand cercle F d'intersection de ce 
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plan et de la sphère est rabattu suivant le contour apparent horizontal € ; 
pour rabattre le point I, on remarque que le triangle rectan^ e dbc^ déjà 
construit, e^t semblable aux triangles de rabattement des différents points 
du pla» Q, de sorte qu'en menant par le point a, où a6 rencontre oe, la 
parallèle ai^ k cd juisqu^au point ta ou elle rencontre (>>t, et en portant sur ai 
la longueur ait = at's, on a en >i le rabattement du point I. Les tangentes 
menées du point I au grand cercle F sont rabattues suivant les tangentes 
iifnt et tiMi au cercle G ; la première, par exemple, rencontre la charnière 
au point t(h) et se relève, par conséquent, en U; son point de contact M, rabat- 
tu en mu se relève en m et la cote de ce point s^obtient en le considérant 
comme appartenant au plan Q. L'un des plans tangents cherchés est donc 
défini par les droites AB et IT, la direction de ses horizontales est bt et il est 
aisé d'en construire une échelle de pente P. 

Pour avoir le relèvement du point de contact de la deuxième tangente 
issue! de t au cercle i\ comme la droite Uni ne rencontre pas la charnière 
dans les limites de l'épure, nous avons utilisé le relèvement du point mi et 
nous avons ainf^i obtenu en n la projection du point de contact du deuxième 
plan tangent. 



VII. 



Sphères cire ode c rite et inscrite à un tétraèdre. 

176. Prot>lème. — Trouver le centre et le rayon de la sphère dont la surface 
contient les quatre sommets d'un tétraèdre 
D {sphère circonscrite). 

Solution géométrique. — Le centre 
O de >B sphère circonscrite est équidistant 
des quatre sommets A, B, C, D du tétraèdre 
{/ig. 89). 11 est donc dans les plans menés 
perpendiculairement à chacune des arôtea 
par leur, milieu et aussi sur les droites 
perpendiculaires au plan de chaque face 
menées par le centre du cercle circonscrit 
à cette face. 

Fig. 89 177. Solution graphique.— Soit le 

tétraèdre défini par les projections (a, a'), 
(6, b'), (C, c'), (d, d') de ses quatre sommets dont les trois premiers sont dans 
le plan horizontal (fig. go). 

I» Déteimination du centre de la sphère circonscrite. — Un premier lieu géo- 
métrique de ce point est la perpendiculaire au plan du triangle [abc, a'b'c') 
menée par le centre {e, e') du cercle circonscrit à ce triangle. Celte droite est 
verticale puisque le plan du triangle est horizontal. 
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Un autre lieu du centre est le plan perpendiculaire à Tarête [da, d'à') mené 




Fig. 90 

par le point (m, m'), milieu de cette arête. Ce plan est défini par rhorizon- 
taie {mh, m'h') et la frontale (m/", m'f) (I, 172). 

Pour trouver l'intersection de ce plan avec la verticale du point {e, e'), on 
est ramené à trouver la projection \^rticale 0' du point du plan dont la pro- 
jection horizontale coïncide avec le point e. A cet effet, on mène la frontale 
du plan dont la projection horizontale eg passe par e ; le point (g, g') où 
cette droite rencontre Thorizontale {mh, m'k') permet de définir la projection 
verticale de cette frontale g'o' qui rencontre la verticale du point («, e') au 
point cherché 0'. Le centre de la sphère est donc le point (0, 0'), 

2° Rayon de la sphère, — On l'obtient en cherchant la distance du point 
(0, 0') à l'un des sommets du tétraèdre, (6, b') par exemple. Pour cela, par 
une rotation autour de la verticale du point (0, 0') on amène le point (6, b') 
en (6|, b\) ; le rayon est égal à la longueur o'b\. 

On en déduit les deux contours apparents de la sphère. 



178. Problème. — Trouver le centre et le rayon de la sphère inscrite à un 
tétraèdre. 

Solution géométrique. — Le centre de cette sphère tangente aux 
plans des quatre faces du tétraèdre est équidistant de leurs quatre plans ; il 
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«st par suite situé dans les plans bissecteurs intérieurs des dièdres du tétraèdre 
(GriSyt, Géométrie, 388). Si donc parmi les six arêtes du tétraèdre, on en choi- 
sit trois qui ne passent pas par le même sommet, les trois plans bissecteurs 
intérieurs des dièdres correspondants se coupent en un point qui est le 
«entre 0. 

179. Solution graphique. — Soit le tétraèdre défini parles projections 
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(a, a'), [by 6'), (c, c'), {d, d') de ses quatre sommets, dont les trois premiers 
sont dans le plan horizontal (fig. gi)- 

i" Détermination du centre de la sphhre inscrite. — Définissons d'abord les trois 
plans bissecteurs intérieurs des dièdres d'arêtes {ab, a'6'}, (6c, b'c'), {ca.c'a'). 
A cet effet, pour obtenir le rectilig^ne du dièdre (ab, a'b'), menons par le som- 
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met (d, d') le plan vertical df perpendiculaire à Taréte (a6, a'b') ; rendons ce 
rectiligne de front par une rotation autour de la verticale du point {d, d'); le 
point {f, f) vient en {f^, f^) et le rectiligne se projette alors verticalement en 
vraie grandeur en 6f^d . Menons alors la bissectrice f^e\ de cet angle et 
sur cette droite prenons le point {g^, g[) situé dans le plan horizontal qui a 
pour trace verticale H'. La rotation inverse de celle qui a été faite ramène ce 
point dans la position {g, g') et Thorizontale du plan bissecteur située dans 
le plan H' est projetée horizontalement suivant la droite gk menée par le 
point g parallèlement à la trace horizontale ab du plan bissecteur. 

Des constructions analogues déterminent en d'I'^B et d'o\B les vraies gran- 
deurs des rectilignes des deux dièdres d'arêtes (ac, a'c') et (6c» 6V); puis en 
mn et pq ' les projections horizontales des droites des deux plans bissecteurs 
situées dans le plan hurizontal H'. 

En joignant les points a, b, c communs aux horizontales de cote zéro des 
plans bissecteurs aux points «, t, u communs aux horizontales des mêmes 
plans situées dans le plan H', on obtient en sa, tb^ uc les projections horizon- 
tales des intersections de ces plans pris deux à deux. On a une véri/icalion de 
l'exactitude des constructions en constatant que ces trois droites concourent 
en un point i projection horizontale du point commun aux trois plans biseec- 
teurs, c'est-à-dire du centre de la sphère inscrite. 

Le point i se rappelle verticalement en t" sur la droite s'a\ projection ver- 
ticale de sa. 

3* Rayon de la sphère. — Le rayon de la Sphère inscrite est la distance du 
point (i, t") au plan de l'une quelconque des faces du tétraèdre ; il est donc 
égal à la longueur t'a, distance de ce point au plan horizontal qui contient 
Tune des faces. On en déduit les deux contours apparents de la sphère. 



EXERCICES 



1. Trouver les points d'intersection d'une horizontale donnée avec 
une sphère donnée. 

2. Mener à une sphère un plan tangent perpendiculaire : i® soit à 
une droite donnée; a» soit à deux plans donnés non parallèles. 

3. Mener à une sphère un plan tangent de pente donnée parallèle 
à une droite donnée. Nombre de solutions. 

4. Mener par un point donné un plan tangent à une sphère et 
parallèle à une direction donnée. 
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5. Mener par un point donné un plan tangent à une sphère et per- 
pendiculaire à un plan donné. 

6. On donne une sphère et une direction de rayons lumineux. 
Déterminer un rayon se refléchissant sur la sphère de manière que 
le rayon réfléchi soit vertical ou, plus généralement, soit perpendicu- 
laire à un plan donné. 

7. Trouver sur une sphère donnée les points communs à, deux 
cercles qu'on définit en se donnant leurs plans, 

B. On donne deux points (a, a!) et (6, b') et une droite (cd, c'd'j. 
Trouver sur la droite un point M tel que : AB z=. BM, 

(Navale.) 

9. On donne deux plans et une droite D. Mener par la droite un 
plan coupant le dièdre formé par les deux plans suivant un angle 
droit. 

(Saint-Cyr.) 

iO. On donne deux points A et B et une droite D. Touver sur 
cette droite un point M tel : i"» que le triangle AMB soit rectangle 
en M ; 20 ou qu'on ait la relation : MA" -f- MB^ = 3ÂB^ ; S» 6u 
qu'on ait : aMA = 3MB. 

(Saint-Cyr.) 

11. Intersection d'une sphère, dont les projections des deux con- 
tours apparents sont confondues, avec une droite du deuxième plan 
bissecteur. 

12. Par un point A d'une sphère, on mène une droite quelconque 
qui représente un rayon lumineux tombant sur la sphère au point A. 
Construire le rayon réfléchi, en supposant la surface de la sphère 
réfléchissante . 

13. Mener une tangente à une sphère passant par un point donné 
sur cette sphère et rencontrant une droite donnée. 

14. Trouver la projection verticale d'une droite passant par un point 
donné et tangente à une sphère donnée, connaissant la projection 
horizontale de la droite cherchée. 

15. (Géométrie cotée). Trouver la graduation d'une droite tangente 
à une sphère donnée, connaissant sa projection horizontale et sa pente. 

16. Construire les points communs à la surface d'une sphère et à 
une circonférence non située sur cette sphère. 

(Saint-Cyr,) 

17. On donne une sphère G et une droite D. Construire les droites 
parallèles à une direction A qui rencontrent la droite D et telles que 
le segment compris entre leurs points de rencontre avec D et avec 
la sphère ait une longueur donnée. 

(Saint-Cyr.) 
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18. Mener par un point donné une droite rencontrant une droite 
donnée et située à une distance donnée d'un point donné. 

(Saint-Cyr.) 

19. Sur la section d'une sphère par un plan P, construire les points 
,qui sont à une distance donnée d'un plan doané Q. 

20. Construire Tombre portée sur une sphère donnée par une 
droite donnée. 

{Saint'Cyr.) 

21. Construire les projections d'un cube connaissant deux sommets 
(a, a') et (g, g') situés aux extrémités d'une de ses diagoijiales et un 
point (m, m') qui appartient à l'une des faces du cube passant par le 
sommet (a, a'). 

(Saint'Gyr.) 

22. Un plan est défini par une horizontale et une frontale qui se 
coupent au point (o, o') ; ce point est le centre d'un cercle de rayon 
donné situé dans le plan. On demande de construire les contours appa- 
rents d'une sphère passant par ce cercle et tangente à la ligne de terre. 

(Saint'Cyr.) 

23. Faire tourner autour d'un axe donné dans le plan horizontal 
un segment rectiligne donné dans le même plan jusqu'à ce qu'il soit 
vu sous un angle droit d'un point donné. 

{Baccalauréat.) 

24. Sur une sphère donnée on prend deux points A et B, trouver 
un troisième point C sur la même sphère, de façon que le triangle 
ABC soit é(][uilatéral. 

25. Construire les sphères passant par trois points donnés et tan- 
gentes au plan horizontal. 

{Saint'Cyr.) 

26. On donne une pyramide triangulaire ayant sa base dans le plan 
horizontal. On la coupe par un plan horizontal. A quelle condition 
peut-on faire passer une sphère par les sommets du tronc de pyramide 
ainsi obtenu ? Construire cette sphère en supposant la condition rem- 
plie. 

27. i'* Construire les contours apparents d'une sphère de rayon 
donné, tangente à la ligne de terre, connaissant le rayon de la section 
déterminée sur elle par le plan horizontal de projection, a» Construire 
l'intersection de la sphère avec le premier bissecteur. 

{Saint'Cyr.) 

28. Construire les contours apparents d'une sphère sachant qu'elle 
est tangente au plan vertical et qu'elle coupe le plan horizontal sui- 
vant un cercle donné. 

{Saint-Cyr.) 
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29. On donne le rabattement sur le plan horizontal d'un cercle^ 
situé dans un plan donné PaQ. Construire une sphère passant par 
ce cercle et tangente au plan horizontal, 

{Saint -Cyr.) 

30. Mener à une sphère les plans tangents par une droite parallèle 
à la ligne de terre. 

31. Mener dans une sphère dont le centre est dans le plan hori- 
zontal une corde parallèle à une droite de front donnée, de lon- 
gueur donnée et dont l'une des extrémités est dans le plan horizontal. 

32. Construire un tétraèdre connaissant sa base ABC dans le plan 
horizontal, la cote du sommet S et sachant que les arêtes SA., SB, 
se ont des longueurs proportionnelles à trois nombres donnés m, 
n. p. (Saint-Cyr,) 

33. On donne une sphère et une droite. Mener par la droite les 
plans coupant la sphère suivant un cercle de rayon donné. 

{Saint'Cyr.) 

34. On donne trois points dans un plan de profil. Construire les 
contours apparents d'une sphère passant par ces trois points et tan- 
gente à un deuxième plan de profil donné. 

36. On doiine trois points par leurs projections. Trouver un point 
situé à une même distance donnée de chacun des trois premiers. 

36. Ou' donne deux droites parallèles dans le plan horizontal de 
projection et un point (a, a'). Construire les contours apparents d'une 
«phère de rayon donné passant par le point et tangente aux deux 
<iroites. (Saint-Cyr.) 

37. Construire une sphère de rayon donné tangente au plan hori- 
zontal et à un plan P donné par son échelle de pente, et passant par 
un point donné. (Saint-Cyr.) 

38. On donne deux plans dont les échelles de pente sont parallè- 
es. Construire les sphères tangentes à ces deux plans et au plan de 

comparaison, et passant par un point donné. 

39. Construire les sphères tangentes aux deux plans de projection 
«t à un plan de profil donné, et passant par un point donné. 

40. Construire les contours apparents d'une sphère tangente à 
deux droites données en deux points donnés. 

(Saint-Cyr.) 

41. Trouver les projections de l'intersection de deux sphères définies 
par leurs centres et leurs rayons. (On détermine d'abord le plan du 
cercle d'intersection et on est ramené à la construction d'une section 
plane) . 
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42. On donne deux sphères S et S'. Par un point donné mener un 
plan coupant chacune des deux sphères suivant des cercles de rayon 
donné. {Saint-Cyr.) 

4d.Ondonnedeuxsegmentsrectilignes (a6, a'b') et {cd, c'a!). Repré- 
senter les projections du lieu des points d'où on les voit tous deux 
sous un angle droit. {Saint-Cyr.) 

44. On donne trois segments rectilignes (a6, a'b'), {cdjC'd'), {ef, e'f) ; 
construire les points d*où on voit ces segments sous un angle drolt. 

45. Déterminer les points d'un plan donné situés à des distances 
données de deux points pris hors du plan. 

[Saml'Cyr.) 

46. Déterminer un point connaissant ses distances à deux po ints 
donnés et à un plan donné. [Saint' Cyr,) 

47. Construire une sphère tangente aux quatre côtés d%n quadri- 
latère gauche. {Saiat-Cyr, ) 



r' 



CHAPITRE Vm 
«ÔNE ET CYLINDRE A DIRECTRICE CIRCULAIRE 



Propriétés géométriques du cône. 

180. Définition. — On appelle cône ou surface conique la surface 
'engendrée par une droite mobile SA. {flg. ga), dite génératrice, qui 
passe constamment par un point fixe' S appelé sommet et qui ren- 
contre une courbe (C) nommée directrice ou hase, 

La directrice peut être une courbe quelconque, plane ou gauche. 
Nous nous bornerons au cas où eUe est un 
cercle. C'est le cas du cône à directrice circulaire. 
Nous supposerons en outre le sommet S du 
cône hors du plan P de ce cercle, pour éviter le 
cas où la surface conique se réduit au plan du 
cercle {fig, gS). 





Fig. 92 



Fig. 93 



Le choix d'une directrice circulaire est surtout commode pour 
l'exécution pratique des constructions ; il n'est pas indispensable 
^ur la démonstration des théorèmes suivants, qui subsistent comme 
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le lecteur s'en apercevra facilement, si la directrice est une courbe 
plane quelconque. 

181. Par un point quelconque M {fig. 92) delà surface d'un cône, 
distinct du sommet, passe une génératrice et une seule ; oh l'obtient 
en joignant le point M au sommet S. D'après la définition du cône^ 
cette génératrice rencontre la base du cône en un point A. 



182. Plan tangent. — Théorème. — On peut ircCcer sur la sur- 
face d'un cône une infinité de courbes passant par un même point M ; 
les tangentes en M à toutes ces courbes sont dans un même plan qu'on 
appelle plan tangent au cône au point M. 

Soit un cône de sommet S (fig, 94), de directrice (C) et M un 
point de la surface du cône. La généra- 
trice S M du point M rencontre la di- 
rectrice au point A. 

Traçons sur la surface du cône une 
.courbe quelconque (C), plane ou gau- 
che, passant par M. La tangente à (C). 
au point M est, par définition, la posi- 
tion limite d'une sécante MN à cette 
courbe, lorsqu'elle tourne autour du 
point fixe M de façon que le point N 
vienne se confondre avec M. 

Menons la génératrice SN du point 
N qui coupe la directrice au point B. 
Les deux droites MN et AB se trou- 
vent dans le plan des génératrices con- 
courantes SA et SB. 
Si, M restant fixe^ N se déplace sur (C) et se rapproche de M, le 
point B se déplace sur (C) et se rapproche de A ; les sécantes MN et 
AB ont respectivement pour limites les tangentes MP et AT aux 
courbes (GO et (G), qui se trouvent dans le plan SAT, position 
limite du plan SAB. 

Or, ce plan SAT dépend du point M, mais est indépendant de 
a courbe (G'), ce qui démontre le théorème. 




Fig. 94 



183i Remarque. — Si on considère une courbe C* (fig, 96), tracée 
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sur le cône et passant par son sommet, la sécante SN à cette courbe 
est une génératrice ; si le point N tend vers S, 
SN a pour limite la tangente ST à la courbe; 
cette tangente est donc une génératrice du cône. 
Le lieu de ces tangentes est la surface du cône. 
Au sommet, il n*y a donc plus de plan tangent, 
mais un cône de tangentes. 




184. Corollaire I. — Du théorème précédent 
il résulte que le plan tangent en un point de la 
surface d'un cône, distinct du sommet est déterminé: 

lo par la génératrice de ce point-; 

2* par la tangente à la directrice au point situé 
sur cette génératrice. 



Fig« 95 



185. Corollaire H. — Le plan tangent à un cône est le même en 
tout point d'une même génératrice. 

En effet les deux droites qui servent à définir le plan tangent (i84) 
dépendent uniquement de la génératrice et non du point considéré 
sur elle. 



186. Corollaire HT. — Les conditions nécessaires et suffisantes 

pour qu'un plan soit' tangent à 
un cône sont : 

lo que ce plan contienne le 
sommet du cône ; 

2° que sa trace sur le plan 
de la directrice soit tangente 
à cette courbe. 

Les conditions sont néces- 
saires f d'après le corollaire I 
(i84). 

Elles sont suffisantes, car si 
un plan Q (Jig. 96) contient 
le sommet S et si sa trace BG 
sur le plan P delà base est tangente à cette base en A, il a deux droites^ 
communes avec le plan tangent au cône au point A et par suite est 
confondu avec lui. 




Fig. 96 
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i H- 
Propriétés géométriques du cylindre. 

i87. DôfinUion. — On appelle cylindre ou surface cylindrique la 
surface engendrée par une droite mobile KM (flg, 97), dite généra- 
trice, qui reste parallèle à une direction fixe A et qui rencontre une 
courbe (C) appelée directrice ou base. 

La directrice peut être une courbe quelconque, plane ou gauche. 
Nous supposerons dans tout ce qui suit qu*elle est un cercle : c*est le 
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Fig. 97 Fig. 98 

cas du cylindre à directrice circulaire. Nous supposerons en outre que 
la direction A des génératrices n'est pas parallèle au plan P de ce 
cercle, pour éviter le cas où le cylindre se réduit au plan du cercle 

Le choix d*une directrice circulaire est surtout commode pour 
l'exécution pratique des constructions; il n'est pas indispensable 
l)OUT la démonstration des théorèmes suivants qui subsistent, comme 
le lecteur s'en apercevra facilement, si la directrice est une courbe 
plane quelconque. 

188. Par un point quelconque M {fig, 97) de la surface du cylin- 
dre passe une génératrice et une seule ; on l'obtient en menant par 
M la parallèle à la direction ^ des génératrices. D'après la définition 
du cylindre (187), cette génératrice rencontre la base en un point A. 

189. Plan tangent. — Théorème. — On peut tracer sur la sur- 
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face d'un cylindre une infinité de courbes passant par un même point 
M ; les tangentes en M à toutes ces courbes sont dans un même plan^ 
qu'on appelle plan tangent au cylindre au point M. 

Soient un cylindre de génératrices parallèles à la droite A {fig. 99), 

de directrice (G) et M un point de la surface 

du cylindre. La génératrice G M du point 

M rencontre la directrice au point A. 

Traçons sur la surface du cylindre une 

courbe quelconque (G')» plane ou gauche, 

passant par M. La tangente à (G') au point 

M est, par définition, la position limite 

d!une sécante MN à cette courbe, lorsqu'elle 

tourne autour du point fixe M de façon 

que le point N vienne se confondre avec M. 

Menons Ja génératrice NB du point N 

qui coupe la directrice au point B. Les 

deux droites MN et AB se trouvent dans 

pj gg le plan des deux génératrices parallèles 

MA et NB. 

Si, M restant fixe, N se déplace sur la courbe {GO et se rapproche 

de M, le point B se déplace sur (G) et se rapproche de A ; les 

sécantes MN et AB ont respectivement pour limites les tangentes MP 

et AT aux courbes (G') et (G), qui se trouvent dans le plan MAT, 

position limite dû plan MNBA. 

Or ce plan MAT dépend du point M, mais est indépendant de la 
courbe (G'), ce qui démontre le théorème. 

190. Corollaire I. — Le plan tangent en un point de la surface d'un 
cylindre est déterminé : 

I» par la génératrice de ce point; 

a« par la tangente à la directrice au point situé sur cette génératrice. 



191. Corollaire II. — Le plan tangent à un cylindre est le même en 
tout point d'une même génératrice. 

En effet, les deux droites qui servent à déterminer le plan tangent 
(190) dépendent uniquement de la génératrice et non du point consi- 
déré sur elle. 

Ghollet bt MmsuB, II. 9 
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192. Corollaire m. — Les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'un plan soit tangent à an cylindre sont : 

i*» que ce plan soit parallèle à la direction des génératrices ; 

a» que sa trace sur le plan de la directrice soit tangente à cette courbe. 

Les conditions 
sont nécessaires, d'a- 
près le corollaire I 

(190). 

Elles sont suffi- 
santes, car si un 
plan Q (fig. 100) 
est parallèle à la di- 
rection A des gé- 
nératrices et si sa 
trace CD sur le plan 
P de la base est 
tangente à cette base 
en A, il a deux 
droites communes 
avec le plan tangent 
au cylindre au point A (190) et par suite est confondu avec lui. 

193. Remarque. — On peut regarder un cylindre comme un cône 
dont le sommet est rejeté à l'infini dans la direction des génératrices. 
Les résultats relatifs au cylindre se déduisent, en général, de ceux 
qu'on a obtenus pour le cÔne, en considérant le cylindre comme la 
surface limite d'un cône dont le sommet s'éloigne à l'infini. 




m. 



Détermination d'un point d'une surface conique 
ou cylindrique. 



194. Problème l. — Un cône est défini par son sommet et sa direc- 
trice circulaire. Connaissant l'une des deux projections d'un point de sa 
surface^ trouver Vautre fou bien connaissant la projection horizontale 
d'un point, trouver sa cote). 
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Méthode. — On détermine les projections {ou la projection cotée) de la 
génératrice passant par le point cherché et on est ramené à un problème 
connu (I, 95) : déterminer sur une droite connue un point dont on se 
donne l'une des projections. 

195. Premier exemple. — La base du cône est un cercle de centre 

(0, 0') situé dans le plan hori- 
zontal, et le sommet est le 
point (s, s') (fig, loi). 

1° Soit à trouver les projec- 
tions verticales des points du 
cône dont la projection hori- 
zontale est un point donné a. 
La génératrice du point 
cherché est projetée horizon- 
talement suivant sa (i8i), 
elle rencontre la directrice 
aux points b et c, dont les 
projections verticales 6' et c\ 
situées sur la ligne de terre 
(I, 90). déterminent les géné- 
ratrices (sb, s'b'), {se, s'c') qui passent par les points cherchés. La li- 
gne de rappel aa du point a détermine en a\ et a^ les projections 
verticales cherchées. 

196. La construction ne donne de solution que si la droite sa coupe 
la circonférence 0, ce qui exige que le point a soit dans l'angle dse 
formé par les tangentes menées par le point s à la circonférence 
ou dans langle opposé par le sommet. Les points de la surface du cône « 
se projettent donc horizontalement à l'intérieur de l'angle dse ; c'est 
pour cette raison qu'on dit que les deux droites sd et se forment le 
contour apparent horizontal du cône Nous reviendrons plus loin sur 
cette notion (268) . 




Fig. 101 



197. 2° Soit maintenant h trouver la ptojection horizontale d'un 
point du cône dont on donne la projection verticale en m' {fig. 102). 

La génératrice du point cherché a pour projection verticale s'm' 
(1,81) qui rencontre la directrice aux points {n\ ni), {n\ /Ï2), car sa 
trace' horizontale a sa projection verticale sûr xy et sa projection 



132 



COKE ET GTUNDRE A DIRECTRICE CIRCULAIRE 




horizontale sur la circonférence o. Les génératrices des points 

cherchés sont donc les droites 
(«fil, s'n') et (sn2, sV), dont les 
intersections mt et m2 avec la 
ligne de rappel m'fx du point m' 
sont les projections horizontales 
demandées. 

198. Le problème admet deux 
solutions si la droite s'm' ren- 
contre le segment p'q\ projec- 
tion verticale de la circonférence 
0. Par suite, les projections verti- 
cales des points de la surface du 
cône se trouvent à l'intérieur de 
Tangle p's'q' ou de son opposé 
par le sommet ; c'est pour cette raison qu'on dit que les deux droites 
s'p', s'q' forment le contour apparent vertical du cône. Nous revien- 
drons plus loin (a58) sur cette notion. 

199. Remarque. — Les problèmes qui viennent d'être traités peu- 
vent encore s'énoncer : 

Trouver les points d'intersection de la surface d'un cône avec une 
droite verticale, celle qui a pour trace horizontale le point a (igS, 
fig. loi), ou avec une droite de bout, celle qui a pour trace verticale 
le point m' (197, fig. 102). 

200. Deuxième exemple {Géométrie cotée). — La base du cône 

est un cercle du plan ho- 
rizontal de cote a, le sommet 
est le point s(8). Trouver les 
cotes des points de la surface 
ducôneprojelésen a(^g. io3). 

La génératrice du point a 
se projette suivant sa, qui 
coupe la base (181) aux points 
6(a) et c(a). On est ramené 
à trouver sur les droites 





— :c""7 


Écbe» 

. .1 — • — 1 — «— 


m 



1X3469 



Fig. 103 

s{8)6(a) et s(8)c{a) la cote du point projeté en a. Pour cela (1, 18), on 
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rabat le plan vertical de trace sb sur le plan horizontal de cote a . 
Les points 6(a) et c(a) situés sur la charnière ne bougent pas, le point 
s(8) se rabat au point 8\ à une distance de la charnière égale à six 
unités de l'échelle. Le point projeté en a se rabat en a\ ou à^ à Tin- 
tersection des génératrices rabattues en s'b et s'c et. de la perpendi- 
culaire à la charnière menée par a. " En mesurant à l'échelle les lon- 
gueurs aa\ et aa2, on obtient les cotes des points cherchés, comptées 
k partir du plan horizontal de cote a . 

201. Remarque. — Si l'on avait à répéter le problème précédent 
pour différents points, il y aurait intérêt, pour éviter de rabattre de 
nombreux plans verticaux, à projeter la figure sur un plan verti- 
cal, ce qui ramènerait aux constructions du premier exemple traité 
<i95). 

202. Troisième exemple. — La base du cône est un cercle de rayon 




Fig. 104 
donné, situé dans un plan donné par ses traces PaQ ; la projection horizon- 
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taie du centre est un point donné o . Le sommet du cône est le point (s, s') 

Soit à trouver la projection verticale d'un point de la surface du cône 
dont la projection horizontale est le point a. 

La génératrice du point cherché est projetée horizontalement suivant sa; 
pour trouver ses points de rencontre avec la. directrice du cône, on est ramené 
à trouver les points où la droite sa coupe Tellipse projection de la directrice. 
Pour cela, on rabat le plan PaQ sur le plan horizontal de projection et on 
cherche les points communs aux rabattements du cercle et de la droite de 
ce plan qui se projette horizontalement suivant sa. On applique les construc- 
tions déjà indiquées (I, i83). On mène Thorizontale du centre (bo,b'o'); le 
point (6, b') se rabat en bi à l'intersection de la perpendiculaire b^ à la char- 
nière aP et de la circonférence de centre a et de rayon a6'. L'horizontale 
(60, b'o') se rabat suivant la parallèle à aP menée par b\ ; les points projetés 
horizontalement en et i ont pour rabattements les points Oi et U et la droite 
du plan projetée suivant sa se rabat en du car c situé sur la charnière ne 
bouge pas. 

En traçant la circonférence de centre Oi avec le rayon donné, on obtient 
le rabattement de la directrice qui coupe la droite cU aux points mi et ni, 
rabattements des points cherchés, dont les relèvements s'obtiennent en m et 
n (I, 187) à l'intersection de sa et des perpendiculaires mi(x et niv menées à la 
charnière par rrii et ni. On obtient les projections verticales m' et n' de ces 
deux points à l'aide des horizontales passant par ces points. Les génératrices 
du cône projetées horizontalement suivant sa ont pour projections verti- 
cales s' ni et sV, qui coupent en a^ et a'^ la ligne de rappel du point a. 
Les points cherchés sont (a, a\) et (a, a'^). 

Une construction analogue conduit à la projection horizontale d'un point 
de la surface du cône dont la projection verticale est donnée. 



203 1 Problème II. — Un cylindre est défini par la direction de ses 
génératrices et sa directrice circulaire. Connaissant Vune.des deux pro- 
jections d'un point de sa surface, trouver l'autre (ou bien connaissant 
la projection horizontale d'un point, trouver sa cote). 

Méthode. — On détermine les projections [ou la projection cotée) de 
la génératrice passant par le point et on est ramené à un problème 
connu (I, 95) : déterminer sur une droite connue un point dont on 
se donne l'une des projections. 

204. Premier exemple. — La direction des génératrices est (D, 
^') ifig- io5) ; la base est un cercle de centre (o, 0'), situé dans un 
plan de front F et dont le rayon est donné. 

La base du cylindre étant dans le plan de front F, se 
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projette verticalement en vraie grandeur, suivant la circonférence 

o' et horizontalement suivant 
un segment pq, égal à son 
diamètre (102). 

1" Soit à trouver la projec- 
tion verticale des points de la 
surfacQ du cylindre dont la 
projection horizontale est le 
point o. 

La génératrice des points 
cherchés a pour projection 
horizontale la parallèle à D 
menée par le point a ; elle 
rencontre la projection hori- 
zontale de la directrice au 
point 6, auquel correspon- 
dent deux projections verti- 
cales b\ et 62 sur la pro- 




Fig. 105 



jection verticale du cercle 
de base. En menant par b\ et 
b'^ les parallèles à D', on définit les projections verticales des 
génératrices qui coupent la ligne de rappel du point a aux point» 
cherchés a[ et a'^, qui avec a définissent deux points de la surface 
du cylindre. 



205. La construction ne donne de solution que si la parallèle à D 
menée par le point a coupe le segment pg, ce qui exige que le point 
a se trouve entre les deux parallèles pr et qs menées à D par les 
points p et q. Les points de la surface du cylindre se projettent donc 
horizontalement entre ces deux parallèles ; c'est pour cette raison 
qu'on dit que les deux droites pq et rs forment le contour apparent 
horizontal du cylindre. Nous reviendrons plus loin (a58) sur cette 
notion. 



206. 2° Soit à trouver la projection horizontale des points du 
cylindre dont la projection verticale est le point m' . {fig. 106). 

La génératrice des points cherchés a pour projection verticale la 
parallèle à D' nienée par m! ; elle rencontre la projection verticale 
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de la base aux points e' et /' auxquels correspondent les pro- 
jections horizontales e et f sur 
la projection horizontale pq de 
la base. En menant par e et / 
les parallèles à D, on définit 
les projections horizontales des 
génératrices des points (e, e') et 
(/, f) qui coupent la ligne de 
rappel du point m aux points 
mi et m2, projections horizon- 
tales des points cherchés. 

207. La construction ne donne 
de, solution que si la parallèle à 
D' menée par m' coupe la circon- 
férence o', ce qui exige que le 
point m se trouve entre les deux 
tangentes uV et Vs' menées à la 
circonférence o' parallèlement à 
D'. Les points de la surface du 
cylindre se projettent donc verti- 
calement entre les droites a'v' et 
t's' ; c*est pour cette raison qu'on dit que ces deux droites forment 
le contour apparent vertical du cylindre. Nous reviendrons plus loin 
(258) sur cette notion. 

208. Remarque. — On remarque que les deux problèmes qui 
viennent d'être traités peuvent s'énoncer : Trouver Vinterseelion avec 
la surjaoe dun cylindre, soit d'une droite verticale ^ celle qui a pour 
trace horizontale le point ^ (ao4, fig» io5), soit d'une droite de bout, 
celle qui a pour trace verticale m' (206, fig, 106). 







m^ 
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Fig. 106 



209. Deuxième exemple {Géométrie cotée). — Un cylindre a pour 
base dans un plan P défini par son échelle de pente (fig. 107) une courbe 
projetée horizontalement suivant un cercle de centre et de rayon donné. 
Ses génératrices sont parallèles à la droite a(o)h[i). Soit à trouver la 
cote des points . du cylindre projetés horizontalement en un point 
donné m. 

La génératrice du point cherché se projette suivant la parallèle à a6 menée 
par m(I, 3i) ; elle rencontre la projection de la base aux points c et d, qu'on 
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cote comme appartenant au plan P, d'où les points c(a,8) etd(o,8). 11 faut 

maintenant chercher les cotes 
des points des droites paral- 
lèles à a(o)6(i) menées par 
rf(o,8) et c(a,8) et dont la pro- 
jection horizontale est au 
point m. A cet effet, rabattons 
< sur le plan horizontal de pro- 
jection le plan vertical de 
trace cd. 

Les points c(3,8) et d(o,8) 
viennent en Ci et di à une 
distance de la charnière égale 
à leur cote. Si on rabat sur le 
plan de comparaison le plan 
vertical de trace ab qui pro- 
jette horizontalement la direc- 
tion des. génératrices a(o)i(i), 
on obtient en abx la direction 
du rabattement des généra- 
trices ; comme les plans ver- 
ticaux cd et ba sont parallè- 
les^ les rabattements des génératrices des points c(a,8) et d(o,8) s'obtiennent 
en menant par Ci et di les parallèles à abi. La perpendiculaire menée par m 
à la charnière cd les coupe en m\ et m^ et les cotes des points cherchés sont 
les longueurs mmi et mmt. 




Èchélh 



Fig. 107 



210. RsMikRQUBS. ^ Les projections des points du cylindre se trouvent entre 
les tangentes e/* et gh à la projection de sa base menées parallèlement à la 
droite ab. Ces deux droites forment le contour apparent horizontal du 
cylindre. 

211. La base du cylindre précédent est la courbe d'intersection du plan P 
«t du cylindre qui a pour directrice la circonférence o et dont les génératrices 
sont verticales. D'après le théorème de Dandelin, cette intersection est une 
ellipse . 



212. Troisième exemple. — Le cylindre a ses génératrices verti- 
cales, sa base est une circonférence o du plan horizontal {fig. io8). 

La base est projetée horizontalement en vraie grandeur et vertica- 
lement sur la ligne de terre suivant un segment a'b' égal à son 
diamètre (loa) 

Tout point du cylindre se projette horizontalement suivant la 
trace horizontale de la verticale de ce point, qui est la génératrice, 
du point; sa projection se trouve par suite sur la circonférence o (i88). 
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Il résulte de là que la projection horizontale m d'un point du 
cylindre ne définit plus un ou plusieurs 
points du cylindre, mais tous les 
points d'une génératrice verticale (m/i, 
mV). 

Au contraire, à la projection verticale 
p' d'un point de la surface du cylindre 
correspondent deux projections hori- 
zontales Pi et p% à l'intersection de la 
ligne de rappel p'-it du point p' et de 
la circonférence de base o, lieu des 
projections horizontales des points du 
cylindre. 

Fig. 108 Remarques. — I. Toute courbe tra- 

cée sur le cylindre, et en particulier 
sa section par un plan quelconque, a par suite pour projection hori- 
zontale le cercle de base . 

II. — Des résultats analogues se présentent pour les cylindres à 
génératrices de bout. 




IV. 




Fig. 109 



Intersection d'une droite 
et d'une surface conique 
ou cylindrique. 

213. Méthode générale. — 
Pour trouver les points communs^ 
à une droite T> et à une surface 
conique ou cylindrique : 

i« On fait passer par la droite 
un plan auxiliaire P (fig, log) ; 

2° On construit la courbe (C) 
d'intersection de la surface et de ce 
plan; 



3" Les points K et B communs à cette courbe et à la droite D sont 
les points cherchés. 
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214. Pour obtenir une courbe d'intersection (C) facile à construire, 
on prend comme plan auxiliaire P, dans le cas da eôney celui qui 
passe par le sommet du cône ; il coupe par suite le cône suivant deux 
génératrices qu'on définit en cherchant les points M et N communs 
(Jir/. iio) à la base du cône et à la droite d'intersection AB du plan 
auxiliaire P et du plan de base Q. Les génératrices SM et SN du cône 

coupent la droite D aux points 
cherchés E et F. 




21 o. Dans le cas du cylindre, on prend comme plan auxiliaire le 
plan P mené par la droite D parallèlement aux génératrices du 
cylindre. Ce plan coupe le cylindre suivant deux génératrices qu'on 
définit en cherchant la trace AB {fig. m) du plan P sur le plan Q 
de la base du cylindre et en prenant les points M et N communs à 
la droite AB et à la base. Les génératrices du cylindre MM' et NN', qui 
passent par M et N; coupent la droite D aux points cherchés E et F» 



216. Remarques. — 1. Celle méthode est identique à celle qui a été 
suivie (I, 296) pour trouver l'intersection d'une droite avec la surface 
d'une pyramide ou d'un prisme. Il suffit de remplacer la base de la 
pyramide ou du prisme, qui est un polygone, par le cercle de base du 
cône ou du cylindre. 

217. II. — On vient d'indiquer incidemment (a i4 et ai 5) la solution 
des problèmes suivants : 
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Trouver V intersection : 

lo (Tan cône et d*an plan P passant par le sommet du cône {flg. iio) ; 

30 d*un cylindre et.d'un plan P parallèle à la direction de ses géné- 
ratrices A fig, m). 

218. Premier exemple. — Soit à trouver les points communs à 
la droite {ef, e'f) et à la surface du cône de sommet (s, s') dont la 




Fig. 112 

base dans le plan de front F est un cercle de centre (0, o') et de 
rayon donné Kfig. 112). 

La base du cône se projette verticalement en vraie grandeur sui- 
vant un cercle de centre 0' et de rayon égal au rayon donné ; sa 
projection horizontale est le segment cd, projection du diamètre 
horizontal (cd, c'a!) de la base (102). 

Considérons le plan auxiliaire (21 4) défini par le sommet («, s') et 
la droite donnée (e/, e'/'). Pour obtenir la trace de ce plan sur le 
plan de base F, nous avons cherché (I, 11 4) les traces (a, a'\ et 
6, h') des deux droites (e/, e'f) et (se, s'e') du plan auxiliaire. La 
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trace du plan auxiliaire sur le plan de base, qui est la droite {ab, a'b')r 
rencontre cette base aux points (m, m') et (/i, n') ; en joignant ces 
points au sommet (s, s'} du cône, on obtient les génératrices 
{sniy s'm'), (sn, s'n') d'intersection du cône et du plan auxiliaire qui 
coupent la droite donnée (e/, e'f) aux points cherchés {h, h') et , 
(/f, k'). 

Comme vérification des constructions, les deux droites h/i' et kk' 
doivent être parallèles aux lignes de rappel. 



nid) 



219. Deuxième exemple (Géométrie cotée). . — Soit à trouver le» 

points communs , à 
dm) sm la droite a{o)b{2) 

[fig. II 3) et au cône 
de sommet s(io) qui 
a pour base horizon- 
tale une circonfé- 
rence de centré c(o) 
et de rayon donné. 
Considérons (214) 
le plan défini par le 
point s(io) et la 
droite 0(0)6(2). et 
cherchons sa trace 
sur le plan de base 
du cône, qui est ici 
le plan de compa- 
raison. Cette trace 
passe par le point 
a(o), trace de la 
droite, et sa direction est celle des horizontales du plan qu'on obtient 
en $(io)d{io) en cherchant sur la droite 0(0)6(2), à l'aide de sa gradua- 
tion, le point d(io) qui a même cote que le sommet du cône. La 
trace cherchée est donc la parallèle amn menée par a à la droite sd. 
Elle coupe la base du cône aux points m et n ; les génératrices 
d'intersection du cône et du plan auxiliaire sont donc les droites 
s(io)m|o) et s(io)n(o) qui "coupent la droite ab aux points e et / 
dont on détermine les cotes en les considérant comme situés sur 
la droite 0(0)6(2) (approximativement on trouve 4,3 pour e et 6,2 
pour /). 




Fig. 113 
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220. Troisième exemple. — Soit à trouver les points communs 
'à une droite donnée (ab, a'b') (fig. ii4) 
et à la surface d*un cylindre à généra- 
trices verticales, dont la base est une 
circonférence o du plan horizontal . 

Nous avons vu (aiay que la projection 
horizontale de tout point d'un tel cy- 
lindre se trouve sur la projection hori- 
zontale de la base ; par suite, les points 
cherchés ont leur projection horizon- 
tale en m et n à Tintersection de lu 
base du cylindre et de la projection 
horizontale de la droite ab ; en les rap- 
pelant sur la droite a'b', on obtient les 
points demandés (m, m') et in, n'). 

Remarque. — On arrive aux mêmes 
constructions en utilisant le plan auxiliaire mené parallèlement aux 
génératrices par la droite iab.a'b') (ai 5). 




Fig. 114 



221. Quatrième exemple. — Soit à trouver les points communs à la 
droite {ab, a'b') {fig. ii5) et au cylindre de génératrices parallèles à la droite 
(D, D') et dont la base est un cercle de rayon donné, situé dans un plan 
défini par ses traces PaQ ; le centre de cette base est projeté horizontale- 
ment en un point donné o . 

Menons par le point (a, a') la parallèle {ac, a'c') à la direction (D, D') des 
génératrices du cylindre ; nous définissons ainsi le plan auxiliaire {abc, a'b'c') 
dont on trouve Tintersection avec le plan de base PaQ en appliquant la 
méthode générale (I, i68) ; nous avons utilisé comme plans auxiliaires : 

i« le plan horizontal de projection, coupant les plans suivant les droites 
(aP, ay) et {ef, e'f) qui donnent le point {g, g') de l'intersection ; 

a** le plan de bout de trace verticale a'c\ qui projette verticalement la 
droite (ac, a'c') ; il coupe les plans suivant les droites (/t, fi') et {aCf a'c') qui 
se coupent au point (A, h'). On obtient ainsi la droite {gh, g'h') intersection 
des deux plans. 

Pour trouver Tintersection de cette droite et du cercle de base, on rabat 
le plan PaQ sur le plan horizontal de projection (I, i83). 

L'horizontale du centre (om, o'm') se rabat suivant la droite niiOi menée 
parallèlement à la charnière aP par le point tiit commun à la droite m(x et 
à la circonférence de centre a et de rayon am'. Le rabattement du centre 
est à l'intersection de cette droite et de la perpendiculaire ou» menée par o 
à la charnière. En traçant de Oi comme centre une circonférence de rayon 
égal au rayon donné de la base, on obtient le rabattement de la base. 
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Le rabattement de la droite {gh, g'k') s'obtient en gh\ en remarquant que 
Icrpoïnt ^^situj^ sur la chânTièrene boug^ pas et que le point projeté horizon- 




talement €fn k sur Thorizontale du point (o, o') se rabat en ki sur la droite 
'Oimi. 

Les points pi et ^i communs à ghi et au rabattement de la base se relè- 
vent en {p,p'), (9, q') sur ta droite {gh, g'k'). En menant par ces points les 
parallèles à la direction |D, D'i des génératrices, on obtient à Tintersection. 
de ces droites et de la droite {abt a'b'} les points d'intersection (r» r') et (;, $') 
-de cette droite et du cylindre. 

Comme vérification dçs constructions, les droites rr' et ss' doivent être 
perpendiculaires à la ligne de terre. 

222. Problème. — Trouver les génératrices dUan cône parallèles à 
un plan donné. 

Soit un cône de sommet S, de directrice circulaire C dans le 
plan P; proposons-nous de déterminer les génératrices du cône 
parallèles à un plan donné Q (flg. ii6). 
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Le lieu géométrique des droites menées par le point S parallèle- 
ment au plail Q est le plan Q' pa- 
rallèle à Q et mené par S. Les 
génératrices cherchées sont donc 
rînterseclion du cône et du plan 
Q'. On les obtient (217) en cher- 
chant l'intersection AB du plan 
Q' avec le plan de base P du cône 
et en joignant au sommet les 
points M et N où la droite AB 
rencontre la base. 

Le problème admet donc a, i 
ou o solutions, suivant la posi- 
tion de la droite AB par rapport à la base. 




V. 



Problèmes sur les plans tangents. 

223. Problème I. — Construire le plan tangent en un point d*un& 
surface conique ou cylindrique, 

11 suffît d'appliquer les résultats des corollaires des n^ i84 et 190. 

224. Par exemple, dans l'épure de la figure loi, le plan tangent 
au cône au point (a, a'^) est défini par la génératrice (sa« s'd^) de ce 
point et la tangente (cl, c^t') à la base du cône au point (c, c') où la 
génératrice précédente rencontre cette base. 

225. De même, dans Tépure de la figure io5, le plan tangent au 
cylindre au point (a, a\) est défini par la génératrice (06, a\h\) de ce 
point et la tangente {bt, b[t') à la base du cylindre au point (6, b[) où 
la génératrice précédente rencontre cette base. 

226. Problème II. — Mener à un cône ou à un cylindre les plans 
tangents par un point extérieur. 

Solution géométrique. — 1° Cas du cône. — Soit à mener au cône 
de sommet S et de directrice circulaire (G) les plans tangents par le 
point A (fig. 117). 
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Les plans cherchés passent par le sommet S {i86, i*), ils contien- 
nent donc la droite SA. 
s 

Par suite, leur trace sur le 

plan de base passe par la 
trace B de cette droite sur 
ce plan. Comme d'autre 
part (i86, ao) cette trace 
est tangente à la base du 
cône, on la détermine en 
menant par B les tan- 
gentes BE et BD à la di- 
rectrice (C). 

Les plans cherchés sont les plans SBE et SBD qui sont tangents 
au cône le long des génératrices SE et SD (i85). 

Le problème a a ou o solutions, suivant que le point B est exté- 
rieur ou intérieur au cercle (G). Si B est sur le cercle, A est un 
point de la surface du cône et le problème n*a plus qu'une solution. 

227. Remarques. — I. Si le point A vient au sommet du cône, le 
problème est indéterminé, car tous les plans tangents au cône con- 
tiennent le sommet (i86. i«). 



Fig. 117 



228. IL — Si la droite SA est parallèle au plan P, le point B 
n'existe plus, mais la trace du plan tangent sur P est alors parallèle 
à SA et la construction s'achève en menant à la directrice les tan- 
gentes parallèles à SA. 

229. 111. — Si le point A se déplace sur la droite SB passant par 
le sommet du cône, les solutions du problème ne changent pas et on 
peut considérer la solution donnée comme celle du problème : 
Mener les plans tangents à un cône par une droite passant par son 
sommet. 

230. ao Cas du cylindre. — Soit à mener par le point A les plans 
tangents au cylindre de génératrice G et de directrice circulaire (C) 
(fig- 11^)' 

Les plans cherchés sont parallèles aux génératrices du cylindre 
(19a, I*}, ils contiennent donc la droite AB menée par A parallèle- 
ment à la direction des génératrices. Par suite, leur trace sur le plan 

GhOLLBT et MlNBUB, Il 10 
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de base passe par la trace B de cette droite ; comme d'autre part 

(192, 20) cette trace est 
F tangente à la direc- 

trice, on la détermine 
en menant par B les 
tangentes BD et BE à 
la directrice (C). 

Le problème admet 
2 ou G Solutions suivant 
que le point B est à 
Textérieur ou à l'inté- 
rieur du cercle (C). Si 

B est sur le cercle, A est sur la surface du cylindre et le problème 

n*a qu'une solution. 

231. Remarque. — Si le point A se déplace sur la droite BF 
(fig. 118) parallèle à la direction des génératrices, les solutions du 
problème ne changent pas et on peut considérer la solution donnée 
comme celle du problème suivant : Mener les plans tangents à un 
cylindre par une droite parallèle à la direction de ses génératrices. 




Fig. 118 



232. Premier exemple. — Soit à mener par le point (a, a') les 

pians tangents au cône de 
sommet (s, s') dont la base 
est un cercle de centre (o, o') 
du plan horizontal (fig. 119). 
Il suffît d'effectuer les cons- 
tructions indiquées au n*^ 226. 
On mène la droite (sa, s'a') 
dont on cherche la trace sur 
le pian de base, c*est-à-dire 
ici la trace horizontale {b, b'). 
On mène par b les tangentes 
à la base du cône, d'où les 
génératrices de contact proje- 
tées horizontalement en sd, 
se et verticalement en s'c£', 
^^' s'e'y en tenant compte de ce 

que les points D et E sont dans le plan horizontal de projection. 
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233. Deuxième exemple. — Soit à mener par le point a(/i) les plans 
tangents au cylindre qui a pour base, dans le plan P défini par son édielle 
de pente, un cercle de rayon donné r dont le centre est projeté en o. Ses 
génératrices sont parallèles à la direction m(i)n{3) {/ig. 130). 




Fig. 120 



Appliquons les constructions du n» 2S0. Menons par le point a(4) la paral- 
lèle a{li) fia) h la direction m{i) n(a) des génératrices et cherchons sa trace 
sur I9 plan P, en prenant pour plan auxiliaire le plan a(li)f{i)o{2). Nous 
obtenons ainsi le point projeté en b (de cote approximative '3,a). On mène les 
tangentes par ce point à la base du cône en rabattant le plan de cette 
base ^ur le plan horizontal de cote 2. Le cercle se rabat suivant le cercle de 
centre 0, de rayon r (car situé sur là charnière coïncide avec son rabatte- 
ment). Le point 6(3, a) de l'échelle de pente se rabat en 61 d'après la règledu 
triangle rectangle (I, 177}. Par le point 61, on mène les tangentes bidu 61^1 
au rabattement du cercle; ces tangentes ont pour relèvements bi et bj. Les 
points de contact di et ei se relèvent en d et e. 

Les plans cherchés sont déûnis par la droite a(4)/'(a) et les points du plan 
respectivement projetés en d et ^ 



2M. Problème III. — Mener à un cône ou à un cylindre les plans 
tangents parallèles à une droite donnée. 

Solution géométrique. — i® Cas du cône — Soit à mener au 
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•cône de sommet S et dé directrice circulaire (C) les plans tangents 

parallèles à la droite D 

{fig^ 121). 

Les plans cherchés 
passent par le sommet 
S du cône (i86, i«), ils 
contiennent donc la pa- 
rallèle SB à la droite D 
menée par S. Parsuile, 
leur trace sur le plan 
de base passe par la 
trace B de cette droite 
sur ce plan. Comme 
d'autre pari (i86, 2^) cette trace est tangente à la base du cône, on la 
détermine en menant par B les tangentes BE et BF à la directrice (G). 
Les plans cherchés sont les plans SBE et SBF qui sont tangents 
au cône le long des génératrices SE et SF (i85). 

Le problème a a ou o solutions, suivant que le point B est exté- 
rieur ou intérieur au cercle (C). Si B est sur le cercle, la droite D 
est alors parallèle à une génératrice du cône et le problème n'a plus 
qu'une solution. 




Fig. 121 



235. Remarque. — Si la droite D est parallèle au plan de base, le 
point B n'existe plus, mais alors la trace du pian tangent sur le plan 
-^de base est parallèle à D et la construction s'achève en menant 

à la directrice les 
tangentes parallèles 
à D. 

ÎÎ36. 2» Coi du 
cylindre. — Soit à 
mener au cylindre 
de directrice circu- 
laire (C) et de gé- 
nératrices parallèles 
à G les plans tan- 
gents parallèles à la 
droite D (fig, 133). 
Les plans cherchés sont parallèles à la direction G des génératrices 




Fig. 122 
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(192, I*) ; ils sont par suite parallèles au plan Q défini par la droite 
D et la parallèle ÂB à G menée par un point quelconque de D, car 
ils sont parallèles aux deux droites qui définissent ce plan. Par suite, 
leur trace sur le plan de base P est parallèle à la trace BE du plan Q 
sur le même plan. 

Comme, d'autre part, la trace du plan tangent sur P est tangente 
à la directrice (G) (19a, 3°), on détermine cette trace en menant à la 
directrice les tangentes FL, HK parallèles à la droite BE. 

Ces tangentes et les génératrices FI et KJ de leurs points de con- 
tact déânissent les plans cherchés LFI et HKJ. En effet, ces plans 
tangents contiennent des parallèles aux deux droites AB et BE du 
plan Q, ils sont donc parallèles à ce plan et par suite à la direction 
D contenue dans le plan Q. 

Le problème admet toujours deux solutions, si la base est circu- 
laire. 

237. Cas d'exception. — La construction précédente suppose 
distinctes les droites AB et AE. Si ces deux droites sont confondues, 
c'est-à-dire si la droite donnée D est parallèle aux génératrices du 
cylindre, le problème est indéterminé et tout plan langent au cylin- 
dre répond à la question (19a, i»). 




Fig. 123 

238 . Exemple I. — Soit à mener au cône de sommet (s, s'j qui a 
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pour base un cercle (o, o') du plan vertical de projection les plans 
tangents parallèles à la droite {mriy m'n!) [fig. ia3). 

Menons par (s, s') la parallèle à la droite (ma. m'n') (a34> et déter- 
minons sa trace sur le plan de base du cône, qui est ici le plan verti- 
cal de projection ; on obtient ainsi le point [b, 6'). Par b' menons les 
tangentes b'e\ b'f à la projection verticale o' de la base. Les points 
de contact e' et/' ont leur projection horizontale en c et/ sur la ligne 
de terre et les génératrices de contact des plans cherchés sont (se, s't') 
et{sf,sT). 

i39. Exemple H. — Soit à mener à un cylindre de génératrices 
verticales, ayant pour base la circonférence o du plan horizontal, les 

plans tangents parallèles à la 
droite 0(0)6(7} ^fiff- ^^^)- 

Le pian mené par la droite 
0(0)6(7) parallèlement à ïa 
direction des génératrices (a 36) 
est le plan vertical qui a pour 
trace horizontale ab. En me- 
nant à la base les tangentes 
cd et ef parallèles k ab, on 
définit les traces des plans ver- 
ticaux cherchés. Les généra- 
trices de contact sont les verticales de traces c et e. 

240. Problème IV. - 

Mener à un cône ou à un cy- 
lindre les plans tangents 
par une droite donnée 

Solution géométrique. 
— i" Cas du cône. — Soit à 
mener à un cône de som- 
met S, de directrice circu- 
laire située dans le plan P. 
les plans tangents par la 
droite D ifig. ia5). 

I. — Si la di'oite D ne 
passe pas par. le point S, 
D et S déterminent un 
plan Q qui est nécessairement (186, i*) le plan cherché, à condition 




Fig. 124 
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que le problème admette une solution. Mais, en général, ce plan Q 
n*est pas tangent au cône; on le reconnaît en cherchant sa trace AB 
sur le plan P de base du cône et en vérifiant que cette droite n'est 
pas tangente à la directrice (186, a»). 
Le problème est donc en général impossible. 

241 . II. — Si la droite passe par le sommet du cône, on est ramené 
k un problème déjà traité (aag) ; le problème devient possible et 
^dmet deux solutions au plus. 



242. a° Cas du cylindre. — Soit à mener au cylindre de génératri- 
ces parallèles à G et de directrice (G) les plans tangents passant par 

une droite D {fig, ia6). 

Tout plan tangent à un 
cylindre est parallèle à la 
direction des génératrices 
(19a. 1°); par conséquent, 
si le problème a une solu- 
tion, on Tob tient en me- 
nant par D le plan Q pa- 
rallèle à G. On détermine 
ce plan en menant par un 
point A quelconque de D 
la droite G' parallèle à G.. 
Mais en général le plan Q 
^^^' '^^ ainsi défini n'est pas tan- 

gent au cylindre. On le reconnaît en cherchant sa trace BË. sur le 
plan de base et en vérifiant qu'elle n*est pas tangente à la direc- 
trice (19a, a»). 
Le problème est donc en général impossible. 




243. Cas d'exception. — Le raisonnement précédent suppose les 
droites D et G' distinctes. Elles sont confondues lorsque D est 
parallèle aux génératrices G. On est alors ramené à un problème 
déjà traité (a3i), qui est possible et admet au plua deux solutions. 



244. Problème V. — Mener à un cône ou à un cylindre les plans 
tangents parallèles à un plan donné. 
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1° Cas du cône, — Soit à mener au cône de sommet S et de direc- 
trice (C) les plans tangents parallèles au plan Q {fig. 127). 

Tout plan tangent au 
cône contient le som- 
met S (186, I») ; par 
conséquent, si le pro- 
blème a une solution, 
on Tob lient en menant 
parle point S le plan Q' 
parallèle au plan Q. 
Mais en général le plan 
Q' ainsi défini n'est pas 
tangent au cône. On le 

reconnaît en cherchant 

B sa trace BD sur le plan 

Fig- 127 de base et en vérifiant 

qu'elle n'est pas tangente à la directrice (186, a»). 
Le problème est donc en général impossible. 




245. 2* Cas du cylindre. — Soit à mener à un cylindre "les plans 
parallèles h un plan donné Q. 

Tout plan tangent au cylindre est parallèle à la direction de ses 
génératrices (19a, i®) ; par suite si le plan Q n'est pas parallèle à cette 
direction, le problème est impossible. 

Si Q est parallèle aux génératrices, en menant les plans tangents 
au cylindre parallèles à une droite du plan Q dont la direction est 
distincte de celle des génératrices, on obtient des plans demandés. 
On est ainsi ramené à un problème déjà traité (a36), qui estpossible 
et admet au plus deux solutions. 

i VI. 

Ombres. 

246. Les définitions et les résultats fondamentaux relatifs à la 
théorie des ombres ont déjà été donnés (1, 3o5 et suivants). 

247. Ombre portée par un cône fur le plan de sa base et 
ombre propre. — I. Cas de Tombre au flambeau. — Soit à trouver . 
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l'ombre portée sur un plan P par un cône de sommet S dont la 
base est une circonférence du plan P, en supposant le point lumi- 
neux en (fig, 128). 
Les rayons issus de O 
qui rencontrent la sur- 
face du cône en deux 
points distincts G et D 
portent ombre sur le 
plan P en Y ; celui de 
ces deux points G qui 
est le plus proche de 
est éclairé et l'autre D 
est dans l'ombre propre. 
Si le rayon tourne au- 
tour du point O et 
devient tangent à la surface du cône, G et D se confo^dent sur la 
courbe qui Mmite l'ombre propre sur la surface du cône et dont 
l'ombre sur le plan P limite l'ombre portée. Or les tangentes menées 
par O à la surface du cône sont dans les plans tangents au cône menés 
par 0. D'où le résultat : le contour de l'ombre propre sur un cône, 
dans le cas de Vombre au flambeau, est formé par les génératrices de 
contact des plans tangents à ce cône menés par le point lumineux ; les 
traces de ces plans sur le plan du tableau limitent l'ombre portée. 

Trois cas se présentent suivant les différentes positions relatives 
du plan P et de la demi-droite OS. 




Fig. 128 



248. Premier cas. — Si la demi-droite OS rencontre le plan de 
base P au point ff {fig, 128), ce point est l'ombre portée par le som- 
met. On obtient les génératrices de contact SA et SB des plans tan- 
gents au cône menés par en menant par le point a les tangentes 
<iA et (tB ^ la base du cône (226). L'ombre propre est alors le secteur 
de la surface latérale du cône limité par les génératrices SB, SA et 
Tare BEA de la base ; la partie éclairée est limitée par les génératrices 
SA, SB et l'arc BFA. L'ombre portée sur le plan P est limitée par 
les droites <j\, jB et l'arc AEB. On a couvert de hachures ces deux 
surfaces dans les parties où elles sont vues. 



249. Deiudôme cas. — Si la demi-droite OS est parallèle au plan 
P (fig, 129), l'ombre du sommet est rejetée à l'infini. On obtient alors 
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<a38) les génératrices de contact des plans tangents au cône parallèles 

à OS, en menant à la 
^ ^ base les tangentes AG 

et BH parallèles à OS ; 
Tombre propre est le 
secteur conique SAEB, 
l'ombre portée s*étend 
à l'infini entre les deux 
parallèles AG et BH et 
^ l'arc BEA. 

Fig. 129 

3S0. Troisième cas. 
— Si c'est le prolongement de la droite OS qui rencontre le plan P 
au point a {fij. i3o), le sommet ne porte plus ombre sur le plan P. 





Fig. 130 

On achève alors la construction comme dans le premier cas (248) ; 
Tombre propre est le secteur conique SAEB, l'ombre portée s'étend 
à l'infini entre les droites AG, RH et l'arc BEA. 

251. II. Cas de l'ombre au soleil. — Dans ce cas, les résultats 
sont analogues à ceux qui viennent d'être obtenus : 

Le contour de l'ombre propre est formé sur la surface par les géné- 
ratrices de contact des plans tangents menés parallèlement à la direction 
des rayons lumineux; les traces de ces plans sur le plan du tableau limi- 
tent l'ombre poriée. 



252. Cas du cylindre. - 

mot pour mot au cylindre. 



Les résultats précédents s'appliquent 
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253. Remarque. — Si les ombres sont portées sur deux plans con- 
courants, on tient compte des remarques déjà faites (I, 3i3 et sui- 
vants). 

284. Exemple I. — Soit à trouver Vombre propre et t'ombre por- 
tée sar les deux plans de projection par an cône de sommet («, s'), de 
base circulaire horizontale (c, c'), éclairé par te point lumineux (o, o') 
(flg, i3i). 

V 




Fig. 131 

i" Ombre propre, — Menons d'abord (247) les plans tangents au 
•cône par le point (0, o'). Pour cela (226), cherchons la trace horizon- 
tale (<J, (j') de la droite (os, o's'^ et par j menons les tangentes à la 
base du cône, ce qui donne en (sa, s'a') et (s5, s'b') les génératrices 
du cône limitant l'ombre propre sur sa surface. 

2® Ombre portée. — Le point (œ, <j') est sur le prolongement de la 
demi-droite (os, o's') ; donc le sommet du cône ne porte pas ombre 
sur le plan horizontal, mais il porte ombre sur le plan vertical au 
point (t, t'), trace verticale du rayon {os, o's'). 



156 



CÔNE ET CYLINDRE A DIRECTRICE CIRCULAIRE 



. L'ombre portée sur le plan horizontal est par suite limitée par les 
traces horizontales af et hg des plans tangents construits et par 
l'arc ah de la base. L'ombre portée sur le plan vertical est limitée 
par les droites /'/' et tg\ traces verticales des mêmes plans. 

3° Ponctuation. — On a couvert de hachures parallèles à la ligne de 
terre les ombrés portées et de hachures obliclues l'ombre propre, mais 
seulement dans les parties qui sont vues. 

255. Exemple II. — Trouver V ombre propre et V ombre portée sur 
les plans de projection par un cylindre à base horizontale, {c, c') dont les 
génératrices sont parallèles à (cd, c'd') (fig. iSa) ; les rayons lumineux 
ont la direction de la droite (de, d'e'). 



TO' y d' V n' 




Fig. 132 

La base se projette horizontalement en vraie grandeur et vertica- 
lement suivant un segment a'b' égal à son diamètre et situé sur la 
ligne de terre. On a construit le contour apparent horizontal du 
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cylindre comme il a été déjà indiqué (207), en menant à la prpjection 
horizontale de sa base les tangentes /</ et hk parallèles à la projec- 
tion horizontale cd des génératrices ; de même» en menant par a' et 
6' les parallèles a'm\ b'n' à la projection verticale des génératrices, 
on obtient le contour apparent vertical (aoS). Le cylindre est limité 
^ers le haut à la section par le plan horizontal H ; celte section est 
une circonférence égale à la circonférence de base et qui s'en déduit 
par la translation (cd, dd!). 

256. Ombre propre. — Pour obtenir l'ombre propre (35i), menons 
:au cylindre les plans tangents parallèles à la direction (de, de'). Pour 
cela (a36). considérons le plan (cde, c'd'e') parallèle aux génératrices 
du cylindre {cd, c'd') et aux rayons lumineux {de, dV) ; sa trace sur 
le plan de base est la droite [ce, de') ; les tangentes ir^ ps à la base 
menées parallèlement à ce déterminent les génératrices du cylindre 
(y, 0')» (P^ P'^') q^i limitent l'ombre propre, qu'on a couverte de 
hachures dans les régions vues sur chaque projection. 

257. Ombre portée. — L'ombre portée sur le plan horizontal de pro- 
jection est limitée par Tare ibp de la base et par les traces horizontales 

ir et ps des plans tangents au cylindre menés parallèlement à la 
direction des rayons lumineux. Pour obtenir lombre portée par la 
base supérieure (d, d'), on remarque qu'elle est la section par le plan 
horizontal de projection du cylindre qui a pour base la circonférence 
(d, d') et pour direction de génératrices celle des rayons lumineux 
(de, d'c'). Cette section se déduit de la base Supérieure par la trans- 
lation (de, d'e') ; c'est donc une circonférence égale à la circonfé- 
rence c et dont le centre est en e. On a couvert de hachures paral- 
lèles à xy la partie de l'ombre portée qui est vue en projection. 



§ VU. 

Contours apparents. 
Représentation des cônes et cylindres. 

258. Définilions. — On appelle contour apparent d'un cône ou 
d'un cylindre relativement à un plan P le lieu des points de celte 
surface où le plan tangent est perpendiculaire à P. 
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Le contour apparent relatif au plan horizontal ou plus couramment 
le contour apparent horizontal est donc le lieu des points de la sur- 
face où le plan tangent est vertical. De mén\e,le contour apparent ver- 
tical est le lieu des points de la surface où le plan tangent est de bout. 

259. Théorème. — Le contour apparent d'an cône ou d'an cylindre 
relatif à un plan P se compose, quand il existe, de génératrices. 

En effet, si en un point M de la surface, le plan tangent à la sur- 
face est perpendiculaire au plan P, il en est de même en tout point de 
la génératrice du point M, car le plan tangent à un cône ou un 
cylindre est le même tout le long d*une génératrice (i85, 191). La 
génératrice du point M fait donc partie tout entière du contour 
apparent, qui se compose par suite d'une ou de plusieurs génératrices. 

260. Représentation des cônes et des cylindres. — Pour 
représenter sur une épure un cône ou un cylindre, on figure, d'après 
les conventions bien connues sur la ponctuation (I, 261 et suivants) : 




I® La projection du contour apparent de la surface relatif au plai> 
de projection considéré ; 

2^ les projections de la base de la surface pour un cône, ou des 
deux bases lorsqu'il s'agit d'un cylindre. 

La représentation des bases s'explique d'elle-même, car elles ser- 
vent à limiter la surface ou le volume considéré. 

Celle des contours apparents se justifie en remarquant que pour 
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un observateur s'éloignant à l'infini dans la direction sS per- 
pendiculaire au plan P {fig, i33) le cône apparaît comme situé 
tout entier enfre les deux plans tangents sSA et sSB qu'on peut 
lui mener par la droite Ss. 

261 . Une droite perpendiculaire au plan P rencontre la surface 
du cône : 

lo en un seul point M si sa trace m sur le plan P est sur la pro- 
jection du contour apparent ; 

a*> en deux points D et E si sa trace d est dans Tangle asb des^ 
deux génératrices de contour apparent. 

Elle ne la rencontre pas si sa trace / est en dehors de l'angle asb. 

262. Les génératrices de contour apparent séparent sur le cône la 
région vue par l'observateur O de celle qui lui est cachée. 

263 . Remarque. — La recherche du contour apparent d'une sur- 
face relatif à un plan P revient à celle du contour de l'ombre propre 
de la surface, en la supposant éclairée par des rayons lumineux per- 
pendiculaires au plan P, et la représentation de la surface sur Pun 
des plans de projection est celle de l'ombre portée sur ce plan par la 
surface éclairée par des rayons perpendiculaires à ce plan (a5i). 

264. Détermination des contours apparents. — Première 
MÉTHODE. — Soit P le plan par rapport auquel on cherche le contour 
apparent. 11 faut déterminer les plans tangents à la surface perpen- 
diculaires à P (a58). 

Or tout plan perpendiculaire à P est parallèle à une droite per- 
pendiculaire à P, et réciproquement. Par suite, le problème revient à 
celui-ci : Mener les plans tangents à la surface parallèles à la direction 
de la perpendiculaire au plan P. Ce problème a déjà été traité pour 
le cône et le cylindre (a 34, 336). 

265. Conséquence. — La construction du contour apparent hori- 
zontal revient donc à celle des plans tangents à la surface parallèles 
à la direction des verticales; celle du contour apparent vertical 
revient à la détermination des plans tangents parallèles à la direction 
des droites de bout. 



Deuxième méthode. — Si on connaît la projection (c) sur le 
plan P d'une courbe (G) tracée sur le cône ou le cylindre (fig. i33)^ 
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les projections sur P des génératrices de contour apparent relative- 
ment au plan P sont tangentes à la courbe (c) (ii8). En eflfet. le 
théorème du n» ii8, comme on l'a indiqué 'ii8. Rem.), s'applique 
aux surfaces autres que la sphère. 

D'autre part, dans le cas du cône, les projections des génératrices 
passent par la projection s du sommet S du cône sur le plan P ; on 
obtienty par suite, les projections sur le plan P des génératrices de 
contour apparent relaiitJement à ce plan, en mehant par s les tangentes 
à la courbe {c). 

De même, dans le cas du cylindre, on obtient les projections sur le 
plan P des génératrices de contour apparent relativement à ce plan en 
tnenant à la courbe (c) les tangentes parallèles à la projection sur P de 
la direction des génératrices du cylindre. 

267 . Exemple I. — Soit à déterminer les contours apparents hori- 
zontal et vertical d'un cône de sommet {s, s') et dont la base est un 

cercle (o, o') du plan /lori- 
zontàl ifig. i34). 

Premier procédé.- — 
I® Contour apparent hori- 
zontal. — Il faut mener 
au cône les plans tangents 
parallèles à la direction des 
verticales (365). Pour cela 
(234), on considère la ver- 
ticale du sommet (5, s'); 
sa trace sur le plan de 
base, qui est le plan horï- 
zontal de projection, est le 
point s par lequel on 
mène les tangentes sa, sb 
à la directrice du cône. On 
a dans l'espace les génératrices de contour apparent {sa, s'a'), (s6, s'b') 
en rappelant a et 6 en a' et b' sur la ligne de terre. Le contour 
apparent en projection horizontale est formé par les droites sa et sb. 




Fig. 134 



ii68. 2^ Contour apparent vertical.— 11 faut mener au cône les plans 
tangents parallèles à la direction des droites de bout (265). Pour cela 
(234). on considère la droite de bout du sommet (s, «') ; elle est pa- 
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rallèle au plan de base du cône, par suite (a 55), on obtient les traces 
horizontales des plans cherchés en menant à la base les tangentes 
parallèles à la droite ss* ; on obtient ainsi les tangentes ce' et dd'. 
Les génératrices de contour apparent vertical sont dans l'espace 
(«c, s'c'){8d, s'd') et le contour apparent en projection verticale est 
formé par les droites s'c' et $'d'. 

Ponctuation. — Les contours apparents sont vus. En projection hori- 
zontale, l'arc adb de la base est vu ; l'arc bcd, situé au-dessous des géné- 
ratrices vues telles que (sd, s'd'} qui s'appuient sur l'arc abdy est caché. 

269. Deuxième procédé. — Comme on connaît les projections hori- 
zontale et verticale de la base du cône suivant le cercle o de r ayon 
oa et le segment c'd', la deuxième méthode indiquée (266) s'appli- 
que. On obtient immédiatement le contour apparent horizontal du 
cône en menant par la projection horizontale du sommet les tangen- 
tes sa et s 6 à la projection horizontale de la base. 

De même, les tangentes s'c', s'd' menées par la projection verticale 
s' du sommet à la projection ver ticale 
delà base donnent les génératrices de 
contour apparent vertical. Ces tan- 
gentes s'obtiennent en considérant par 
exemple le segment c'd' comme la 
Fig, 135 " limite d'une ellipse de foyers c' et d' 

dont le petit axe tend vers zéro (fig. i35) ; 
les tangentes s't' et s'a' ont pour limites s'c' et s'd'. 

270. Remarque. — Le contour apparent horizontal a été obtenu 
en menant par la projection horizontale s du sommet la tangente à 
la projection horizontale de la base. On obtient deux génératrices 
de contour apparent si s est extérieur à la base ; c'est le cas de la 
figure i34. 

271. Si s est sur la base, on n'a plus qu'une génératrice de con- 
tour apparent {sa, s'a') (fig. i36) qui est verticale. On peut considérer 
la tangente at à la base au point a comme la limite des projections 
des génératrices de contour apparent sa et sb de la figure i34 lors- 
que le point 5 se rapproche de plus en plus d'un point du cercle 0. 

272. Enfin si s est à l'intérieur de la base, il n'y a plus de contour 
apparent horizontal ifig. 137). 

Chollbt bt Mineur, II 11 
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273. Exemple II. — Soit à trouver les contours apparents hori- 
zontal et vertical d'un cylindre dont les génératrices sont parallèles 




Fig. 136 



Fig. 137 



à la droite (D, D') (fig. i38} et dont la base est le cercle (o, o') situé 

dans le plan de front F. 
La base se projette verticalement en vraie grandeur et horizonta- 
lement suivant un segmen t 
ab égal à son diamètre 

(l03). 

Appliquons la deuxième 
méthode indiquée (a66), 
car nous connaissons les 
projections d'une courbe 
tracée sur le cylindre. 

!• Le contour apparent 
horizontal s'obtient en me- 
nant à la projection hori- 
zontale de la base les tan- 
gentes parallèles à la pro- 
jection horizontale D de 
la direction des généra- 
trices. Comme on l'a déjà remarqué (269), ces tangentes sont les 
parallèles ac, bf à la droite D menées par a et 6. 

a° Le contour apparent vertical s'obtient de môme (a66) en menant 
à la projection verticale de la base les tangentes en g' et h' parallèles 
à D', projection verticale de la direction des génératrices. 
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3° Ponctuation. — On a limité la surface cylindrique à la base 
donnée dans le plan de front F et à une deuxième base située dans 
le plan de front Fi. Cette nouvelle base est égale à la ire et s'en 
déduit parla translation (oo), oW), parallèle aux génératrices (D, D'). 

La ponctuation se justifie aisément. 

274. Exemple III. — Géométrie cotée. — Trouver le contour appa- 
rent horizontal d'un cylindre à directrice circu- 
laire horizontale, dont les génératrices sont ver- 
ticales. 

Soit {fig. 189) la directrice du cylindre dans 
le plan horizontal. Gomme ses génératrices sont 
verticales et que le plan tangent en un point con- 

Fiff 139 

^' tient la génératrice de ce point (190), tous les 

plans tangents au cylindre sont verticaux ; par suite, tout point du 
cylindre est un point du contour apparent horizontal. Ce contour 
apparent dans l'espace comprend la surface entière du cylindre; en 
projection, il se réduit à la circonférence (212). 

275. Exemple IV. — Soit à déterminer les contours apparents horizontal 
et vertical d'un c^ne de sommet {s, s') et dont la base est un cercle dont on 
connaît le plan défini par ses traces PaQ, la projection horizontale du 
centre et la longueur du rayon {flg. i4o). 

lO Contour apparent horizontal. — Il faut mener au cône des plans tan- 
gents verticaux (366). Pour cela (a34) on considère là verticale du sommet 
{s, s') ; sa trace sur le plan de base PaQ s'obtient^en cherchant à Taide de Pho- 
rizontale (<a, t'a'\ le point {t, t') de ce plan dont la projection horizontale t 
est confondue avec s. 

Pour mener les tangentes à la base du cône par le point (^ f), on rabat 
le plan PaQ sur le plan horizontal de projection par la méthode connue (T, 
i83). L'horizontale du centre de la base {hb, h'b') permet de déterminer la 
projection verticale 0' du centre projeté horizontalement en 0. Le rabatte- 
ment b\ du point (-6, b') est à Tintersection de la perpendiculaire 6^ à la 
charnière aP et de l'arc de cercle de centre a et de rayon a6'. Le rabatte- 
ment de rhorizontale (6A, b'h') s'obtient en menant par bi la parallèle bxhi à 
la charnière aP ; le rabattement du centre (0, 0') est au point 01 intersec- 
tion de bih\ et de la perpendiculaire menée par à la charnière aP . Le 
cercle de base se rabat en vraie grandeur. Pour obtenir le rabattement <i du 
point {t, t') on considère la droite (oi, o't') qui coupe la charnière en i ; son 
rabattement est la droite Oii dont l'intersection t\ avec la perpendiculaire 
menée ^ar t à la charnière est le point cherché. 

On obtient le rabattement des tangentes cherchées en menant par le point ti 
les tangentes tid et lidi au cercle Oi. Ces tangentes coupent la charnière aux 
points j et { ; leurs projections horizontales sont donc les droites tj et tl. On 
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a ainsi les projections horizontales des génératrices de contour apparent hori- 
zontal. Elles sont tangentes à Fellipse (i^S). projection horizontale de la cir- 




Fig. 140 

conférence de base aux points c et d, projections horizontales des points de 
contact rabattus en Ct et di. 

2** Contour apparent vertical. — Pour mener au cône les plans tangents de 
bout (365), on cherche la trace sur le plan PaQ de la droite de bout du 
sommet (s, $') ; elle s'obtient à l'aide de la frontale {rk, r'k') en cherchant le 
point (r, r') dont la projection verticale est confondue avec s' . 

Pour mener les tangentes à la base par le point (r^ r'), on cherche sur 
le plan horizontal son rabattement ru qui est à Tintersection de la perpen- 
diculaire menée par r à la charnière et du rabattement de la frontale {rk, r'k') 
obtenu en menant par k la parallèle à abi. On mène par le point ri les 
tangentes rxÇi et rifi au cercle 0% dont on relève les points mi et ni situés sur 
abi en (w, m') et («, n'), par la construction connue fl, i88). 

Le contour apparent tertical est projeté verticalement en s'm' et s'n' , Ces 
deux droites sont tangentes à l'ellipse projection verticale du cercle de base 
aux points g' et f, projections verticales des points de contact rabattus en 
Çi et /i. On a construit sur l'épure le point g' en relevant la droite fimiU en 
{mu, m'u') et en relevant ensuite le point ^i en {g, g'). 

On n'a pas tracé les ellipses projections de la base . 
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1. Construire les génératrices d'un cône donné ayant une pente 
donnée. (On supposera la directrice du cône horizontale). Discuter. 
Trouver les génératrices de pente maximum ou minimum. 

2. Construire les génératrices d*un cône perpendiculaires à une 
droite donnée. 

3. Mener à un cône ou à un cylindre les plans tangents perpendi- 
culaires à un plan donné. 

4. Mener à un cône ou à un cylindre les plans tangents perpendi- 
culaires à une droite donnée. 

5. Déterminer les points d'un cône ou d*un cylindre où la normale 
est perpendiculaire à une droite donnée. (La normale en un point 
d'un cône ou d'un cylindre est la perpendiculaire menée par ce point 
au plan tangent à la surface en ce point). 

6. Mener à un cône ou à un cylindre les normales parallèles à un 
plan donné. 

{Saint- Cyr.) 

7. Mener par un point donné une droite s'appuyant sur une droite 
et une circonférence données. 

8. Mener par un point une parallèle à une direction donnée 
s'appuyant sur une droite et une circonférence données. 

9. Mener par un point les tangentes communes à deux cônes. 

[Saint-Cyr.) 

10. On donne un cylindre ou un cône à base circulaire horizontale^ 
une droite et un point. Construire les droites passant par le point, 
rencontrant la droite et tangentes au cylindre ou au cône. 

(Saint-Cyr.) 

11. Construire la projection verticale d'une droite passant par un 
point donné et tangente à un cône donné, connaissant la projection 
horizontale de la droite cherchée. 

12. Construire deux plans perpendiculaires dont l'intersection a 
une direction donnée et rencontre là ligne de terre, et qui passent 
l'un par un point donné A, l'autre par un point donné B. 

(Navale,) 

13. On donne une sphère par ses contours apparents, on consi- 
dère une section de la sphère par un plan quelconque et le cône qui 
a pour base cette section et pour sommet le point le plus haut de la 
sphère. Trouver l'intersection du cône et d'une droite quelconque. 
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14. Mener par un point donné une tangente commune à deux ' 
cônes définis par leurs sommets et leurs bases qui sont des cercles 
du plan horizontal. 

15. Mener par une droite rencontrant la ligne de terre un plan 
faisant un angle donné avec la ligne de terre. 

(Saint'Cyr.) 

16. On donne un plan par ses traces PaQ. 

I** Mener par le point a dans le plan une droite faisant un angle 
donné avec la ligne de terre ; 
2° Déterminer la droite du plan qui fait avec xy l'angle minimum. 



Contours apparents. 

17. Trouver les contours apparents d'ua cône de sommet donné et 
dont la base est une circonférence située dans un plan de bout donné 
et définie par son rabattement sur le plan horizontal. 

18. On donne un plan par ses traces. Un cercle du plan hori- 
zontal est le rabattement d'un cercle du plan donné sur le plan 
horizontal. Ce cercle est la base d'un cône droit dont la hauteur est 
double du rayon de base. Construire les contours apparents de ce cône. 

19. On donne trois points (a, a'), (6, b') et (c, &). Au centre du 
cercle circonscrit au triangle de ces trois points, on mène une per- 
pendiculaire à leur plan sur laquelle on prend de part et d'autre 
deux points S et Si tels que OS = OSi = i5«™. Représenter le 
double cône dont les sommets sont S et Si et qui a pour base le 
cercle des trois points . 

20. {Géométrie cotée.) Un tétraèdre régulier S ABC est défini sur 
une épure par les projections cotées a(o), 6(o), c(o) de trois de ses 
sommets. 

Construire les contours apparents des cônes ayant pour sommet le 
point c(o) et pour base respective : 

10 le cercle circonscrit au triangle ABS ; 
30 le cercle inscrit au même triangle. 

21 . Un cercle C donné dans le plan horizontal est la base d'un 
cône Cl de sommet (s, s') ; ce cône est coupé par un plan PaQ 
défini par ses traces suivant une courbe qui est la base d'un cône C2 
de sommet (t, t). 

lo Connaissant l'une des projections d'un point de la surface du 
cône Cs, trouver l'autre ; 

ao Mener les plans tangents au cône C2 par un point donné (a, a') 
ou parallèlement à une direction donnée (ô, ^') ; 

30 Trouver les contours apparents du cône C2 ; 

40 Trouver les points communs au cône C2 et à une droite quel- 
conque . 
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Ombres. 

22. On coupe par un plan horizontal un cône de base circulaire 
horizontale; Trouver l'ombre du tronc de cône ainsi obtenu : 

i® dans le cas de l'ombre au flambeau ; 
2° dans le cas de l'ombre au soleil. 

23. On définit un cercle de l'espace par trois de ses points (a, a'), 
(6, b')y (c, c'}. Trouver les directions de plans sur lesquels l'ombre de 
ce cercle est un cercle : 

lo dans le cas de l'ombre au flambeau ; 
.30 dans le cas de l'ombre au soleil. 

24. Trouver l'ombre portée par un cône à base circulaire horizon- 
tale : 

lo sur une droite donnée ; 

20 sur la ligne de terre ; 

3o sur l'ensemble des deux plans de projection supposés opaques . 

25 . Un cylindre oblique a pour base une circonférence du plan 
horizontal (centre o, rayon = 4o"^™) ; les génératrices sont incli- 
nées à 45° sur le plan horizontal ; le cylindre est limiié par un plan 
horizontal de cote loo"*™. On suppose le cylindre opaque et éclairé 
par un point lumineux S de cote i5o™™ et dont la 'projection hori- 
zontale s est à 8o™"* du point o sur la parallèle menée par o à la 
projection des génératrices du côté de la projection de la base supé- 
rieure du cylindre. Déterminer l'ombre propre sur le cylindre et 
l'ombre portée sur le plan horizontal. 

26. Un cylindre de révolution de rayon donné repose sur le plan 
horizontal et a ses génératrices parallèles à la ligne de terre. On le 
suppose éclairé par des rayons lumineux parallèles à une droite de 
profil donnée. Construire l'ombre propre du cylindre et Tombre 
portée sur les plans dp projection. 

Cylindre de révolution, 

27. On donne deux droites de front parallèles et on considère le 
cylindre engendré par l'une en tournant autour de l'autre. Trouver 
la projection verticale d'un point de ce cylindre connaissant sa pro- 
jection horizontale. 

iSaint-Cyr.) 

28. On donne une horizontale D de cote 2 et une droite graduée A. 
Mener par un point donné une droite rencontrant A et dont la plus 
courte distance à D soit une longueur donnée. 

(Saint Cyr.) 

29. Construire une droite passant par un point donné, parallèle à 
un plan donné et située à une distance donnée d'une droite donnée. 

30. Mener dans un plan donné des droites de pente donnée à une 
distance donnée de la ligne de terre. 
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§1-, 

Sections planes du cône. 

276. I. La section d*un cône par un plan passant par son sommet 
se compose de génératrices, qu'on détermine (217) ea cherchant la 
trace AB du plan sécant P sur le plan de base Q (fig. iio) et en 
joignant au sommet S les points M et N où la droite AB rencontre 
la base du cône. 



277. 
la base 



IL Si la base est circulaire, la section par nnplan P parallèle à 
est (Grévy, Géométrie dans l'espace, 488 et 489) une circonfé- 
rence dont le centre est le point 
0' commun au plan P {fig, i4i) 
et à la (iroite SO qui joint le 
sommet S au centre de la base. 
Pour définir le rayon de la section , 
on cherche le point d'intersection 
A' du plan P et d'une génératrice 
quelconque SA du cône ; le rayon 
est la longueur O'A'. On peut 
déterminer facilement ce point 
A', en remarquant que les rayons 
OA et O'A' sont parallèles. 




Fig. 141 



278. IIL La section par un plan quelconque est une conique : 
ellipse, hyperbole ou parabole. 

Pour définir la section sur une épure, on en construit un certain 
nombre de points et de tangentes par les procédés suivants : 
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I» On obtient un point quelconque de la section en cherchant Tinter- 
section d'une génératrice quelconque du cône avec le plan sécant. 

a» La tangente en un point de la section est 1 intersection du plan 
sécant et du plan tangent à la surface en ce point, car le théorème 
du n" i53, démontré pour la section plane d'une sphère, s applique 
mot pour mot à la section plane du cône. 

3o On obtient les points de la section situés sur les contours appa- 
rents en cherchant les points d'intersection des génératrices de con- 
tour apparent avec le plan sécant. 

La projection de la section est tangente à la projection de même 
nom du contour apparent de même nom aux points où elle le ren- 
contre (ii8). 

La recherche de ces points est capitale au point de vue de la ponctua- 
tion, car ils séparent sur les projections les arcs vus des arcs cachés (a63) . 

279. On peut aussi construire un point quelconque de la section 
par la méthode déjà signalée à propos de la section plane de la 
sphère (i52). 

Par exemple, dans le cas où la base circulaire du cône est dans un 
plan horizontal, on emploie un plan auxiliaire horizontal qui coupe le 
cône suivant un cercle G facile à déterminer (277) et le plan sécant 
suivant une horizontale ; les points d'intersection de cette droite et 
du cercle G sont manifestement des points de la section. 

Dans le cas où la base circulaire du cône est dans un plan de front, 
on utilise d'une manière analogue un plan auxiliaire de front. 

Remarque. — Gette méthode utilise comme courbe simple tracée 
sur le cône la section circulaire parallèle à la base, alors que la pre- 
mière construction indiquée (278, 1°) utilise la génératrice rectiligne 
du point. Gelle-ci a l'avantage de subsister lorsque la base du cône 
n'est plus circulaire (ou ne se projette plus suivant un cercle). Aussi, 
dans les épures qui suivent, Pavons-nous préférée à l'autre. 

280. Cas particulier. — Le plan sécant est perpendiculaire à Vun 
des plans de projection. 

Exemple. — Soit à trouver la section par le plan de bout PaQ du 
cône de sommet (s, s') et de directrice circulaire horizontale (c, &) 
{fig. 143). 

La section située dans le plan de bout se projette verticalement sur la 
droite aQ (I, i3o, 6°) et comme les points du cône se projettent verti- 
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calement entre les deux génératrices de contour apparent s'e' et s'f 

(198), la projection 
verticale de la sec- 
tion est le segment 



28{ . 1° Recherche 
d* un point quelconque 
de la section et tan- 
gente en ce point. — 
Considérons le point 
de la section projeté 
verticalement en p' 
sur m'n' et cher- 
chons sa projection 
horizontale ; pour 
cela (197)-, menons 
la projection verti- 
cale s'p' de la géné- 
ratrice de ce point 
qui rencontre la 
base aux points 
{qi* q')* et (^2, q'). Les génératrices du point cherché ont pour pro- 
jections horizontales sqi et 5^2 qui coupent la ligne de rappel du 
point p' aux points cherchés pi et p2. 

Pour obtenir la tangente à la section au point (p2. p') (278, ao), 
construisons le plan tangent au cône en ce point, il est défini (224) 
par la génératrice (spg, s'p') et la tangente [qzt, q't') à la base au point 
(92, q'), 

La tangente cherchée est Tintersection de ce plan et du plan 
sécant. On en connaît a priori un point {p2, p'); on en obtient un 
deuxième en {t, f) à Fintersection des traces horizontales des deux 
plans. La tangente cherchée est donc la droite (p2^ p't). 

282. a'» Points sur le contour apparent vertical. — Les génératrices 
de contour apparent vertical (se, s'e'), (s/, s'f) coupent le plan sécant 
aux points (m, m') et (n, n') qui sont les points cherchés (278, 3°). 

Les plans tangents le long de ces génératrices sont de bout {a58), 
par suite, leurs intersections avec le plan sécant sont les droites de 




Fig. 142 
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bout des points (m. m') et (n, n'). Les tangentes à la projection hori- 
zontale aux points m et n sont donc les droites mm' et nn'. On dit 
que ces points sont les points de la section le plus à gauche et le plus à 
droite pour un observateur placé à Tinfini en avant du plan vertical 
et regardant dans la direction du plan vertical. 

283. 3° Points sur le contour apparent horizontal. — Les généra- 
trices de contour apparent horizontal (sa, s'a'), {sb, s'b') coupent le 
plan sécant aux points {g» g') et {h, h'). Les tangentes à là projection 
horizontale de la section aux points g et h sont les génératrices de 
contour apparent sg et sh (ii8). 

284. Sur la projection verticale, on voit que toutes les génératrices 
coupent le plan sécant à distance finie ; par suite la section est une 
ellipse, dont la projection horizontale est maintenant facile à tracer 
car on en connaît 6 points et 5 tangentes. 

285. Ponctuation, — On a ponctué le cône solide et opaque, en 
supposant le plan sécant transparent. La section a été tracée sur la 
surface du cône. Tare hp\mp%g est vu. Tare gnh est caché. 

• 

286. Cas général. — Première méthode. — On ramène le cas 
où le plan sécant est quelconque à celui où il est perpendiculaire à 
Tun des plans de projection, en changeant de plan vertical de manière 
que le plan sécant soit de bout dans le nouveau système» 

C'est la méthode déjà indiquée (I, 287) pour la détermination des 
sections planes des prismes et pyramides. 

287. Exemple. — Soit à trouver là section par le plan PaQ 
du cône de sommet (s, s') et de directrice circulaire horizontale (0, 0') 
ifig^ i43). 

Les contours apparents du cône se construisent en sd, se, s'b', s'c 
comme il a été indiqué (267, 268). 

Pour appliquer la méthode {286), prenons une nouvelle ligne de 
terre ajiyi perpendiculaire à la trace horizontale aP du plan sécant, 
de manière que dans le nouveau système de projection le plan sécant 
soit de bout (I, 244). 

On obtient un point de la nouvelle trace verticale du plan sécant 
(I, 245) en menant par le point a projection horizontale d'un point 
(a, a') de la trace verticale aQ la perpendiculaire à xiyi et en portant 
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sur elle la longueur aïoi égale à aa\ cote du point a. En joignant 
^\ au point p commun à aP et a?iyi, on a la nouvelle trace verticale 
Pai du plan sécant. , 




Fig. 143 



Le sommet du cône a pour nouvelle projection verticale le point s\ 
obtenu par la construction connue (I. 336). 

La base du cône se projette dans le nouveau système suivant un 
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segment g\ f[ égal à son diamètre et situé sur X\y\ . Le nouveau 
contour apparent vertical est s\g'^^ s'J'î (268). 



D'après ce qui a déjà été vu (280). la section cherchée est 
projetée verticalement dans le nouveau système suivant le segment 
h\k\. 

On construit d'abord la projection horizontale de la section en 
rappelant sur les projections horizontales des génératrices correspon- 
dantes les points projetés verticalement sur h\k\, puis on passe de là 
à leur projection verticale dans le i*"" système. 

289. lo Les points k\ et h\ sopt sur les génératrices s\g[ et «',/[ 
du nouveau contour apparent vertical; on en déduit k et h situés 
sur 5/ et sg; les tangentes en /c et h sont les droites kk[ et hh[ (282); 
on passe de Ikk.k' et h' h l'aide des génératrices s'f et s' g'. 

290. 20 Les points l\ et m\ sont sur les génératrices «^di et s\e\, ' 
projections verticales des génératrices de contour apparent horizontal 
sd et se ; on en déduit l et m situés sur sd et se ; les tangentes en 
ces points sont sd et se (ii8). Puis on passe à V et m' à Faide des 
projections verticales s'd' et s'e'. 

291. 3» Les génératrices de contour apparent vertical du' premier 
système sV, s^b' ont pour projection horizontale se et sb et pour 
nouvelle projection verticale s\c\ et s\b\y qui coupent h\k\ en r\ et q\, 
d'où les projections horizontales r et g et les anciennes projections 
verticales r' et q'. 

Les tangentes à la projection horizontale de la section en r et g 
s'obtiennent comme il a été indiqué (281) en ry etgô. 

Les tangentes à la projection verticale de la section en r' et 4' sont 
les génératrices sV et s'q' de contour apparent (118). 

292. En projection horizontale, on a déterminé les tangentes aux 
six points m, qy /i, l, r, k ; par suite on peut tracer la section avçc 
assez d'exactitude. 

On peut obtenir les tangentes aux six points correspondants sur la 
projection verticale. Les tangentes en r' et q' sont déjà connues. Les 
tangentes en h! qï k' sont parallèles à la ligne de terre, car elles sont 
horizontales dans l'espace puisque leurs projections horizontales- 
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kk[, hh\ sont parallèles à aP. Les points {h, h'), {k, W) sont donc 
les points le plus haut et le plus bas de la section. 

La tangente en V est la projection verticale de la droite du plan 
sécant projetée horizontalement en si ; la trace verticale de cette 
droite est (v, v') et par suite la tangente en /' est l'v'. 

293. Pour joindre les points construits, on voit que si Ton se 
déplace sur la base dU cône dans le sens inverse des aiguilles d'une 
montre, les génératrices considérées se rencontrent dans Tordre 
SE, SB, SF, SD,SG,SG. Pour tracer la section, il faut donc joindre 
les points déterminés sur la section dans le même ordre MQHLRK. 

294. Ponctuation. — On a ponctué la surface du cône supposée 
opaque, avec la section tracée sur elle ; le plan sécant est supposé 
transparent. 

295. Deuxième méthode, — On peut aussi, pour réaliser rapide- 

s 
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ment les constructions qui ont été indiquées au n» 379, procéder 
comme il a été fait déjà pour les pyramides (I, 289). 

Soit, par exemple, à chercher Fintersection du cône de sommet S 
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et de base circulaire dans le plan R (fig. i44) avec le plan sécant Ri. 

lo Cherchons la droite d'intersection UV du plan sécant Ri et du 
plan de base R. 

20 Menons par le sommet une droite auxiliaire SOOi qui rencontre 
le plan de base au point et le plan sécant au point Oi . 

3o Pour trouver l'intersection des génératrices du cône avec le 
plan Ri, nous emploierons des plans auxiliaires déterminés successi- 
vement par la droite SOOi et chacune de ces génératrices. Tous ces 
plans auxiliaires contenant la droite fixe SO, leurs traces sur le plan 
R passent toutes par le point ; de même leurs traces sur le plan 
sécant Ri passent toutes par le point Oi. 

296. I. Construction d'un point quelconque de la section et de la 
tangente en ce point. — Cherchons par exemple le point où la généra- 
trice SA perce le pian sécant Ri. Le plan auxiliaire déterminé par 
la génératrice SA et la droite SO a évidemment pour trace sur le 
plan R la droite OA joignant les traces des droites SO et SA. Si on 
désigne par a le point où cette droite OA rencontre l'intersection 
UV des plans R et Ri, il est bien évident que ce point a appartient 
à la trace du plan auxiliaire considéré sur le plan Ri ; or nous con- 
naissons un autre point de cette trace, le point Oi ; par conséquent, 
le plan auxiliaire OSA coupe le plan Ri suivant la droite aOi, la- 
quelle rencontre à son tour SA en un point M qui est le point 
cherché. . 

Pour obtenir la tangente à la section au point M, (278, 2*>) on 
détermine le plan tangent au cône en ce point (i84) par la généra- 
trice SA et la tangente AT à la directrice. La droite AT rencontre 
la droite UV au point T, qui est par suite un point de l'intersection 
du plan tangent en M et du plan sécant Ri. Comme, a priori^ le 
point M est un point de cette intersection, en joignant le point M 
au point T on obtient en MT la tangente cherchée. 

On fait ensuite le même raisonnement pour obtenir de nouveaux 
points de la section sur d'autres génératrices; les constructions 
deviennent alors mécaniques. 

On peut remarquer que le plan auxiliaire OSA permet d'obtenir 
un deuxième point de la section ; en effet, sa trace OA sur le plan 
de base R coupe la base en un deuxième point B, le plan auxiliaire 
contient donc la génératrice SB dont le point de rencontre N avec 
la droite aOi est un nouveau point de la section. 
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297. II. Points sur le contour apparent. — Pour obtenir le point de 
la section situé sur une génératrice SG de contour apparent, il suffit 
d'utiliser le plan auxiliaire SOC passant par celte génératrice . La 
construction générale du numéro précédent donne en Oy la trace de 
ce plan sur le plan de base, en yOi sa trace sur le plan sécant et en 
P le point cherché. 

Une construction analogue détermine le point Q sur la deuxième 
génératrice SD de contour apparent. 

La tangente en un point de la section situé sur le contour appa- 
rent se détermine comme au numéro précédent ; sa projection sur 
le plan auquel le contour apparent est relatif s'obtient sans construc- 
tion ; c'est la projection de la génératrice de contour apparent sur ce 
plan(ii8). 

298. III. Plans auxiliaires limites. — On nomme ainsi les plans 
auxiliaires dont la trace OE sur le plan de base est tangente à la 
base. Un tel plan est tangent au cône (i86), la génératrice de contact 
est SE ; sa trace sur le plan sécant s'obtient, comme précédemment 
en eOi ; elle coupe SE en H, qui est un point de la section. 

La tangente en H à la section est toute construite ; c'est la droite 
He, qui est en effet à la fois dans le plan sécant Ri et dans le plan 
SOe tangent au cône au point H. 

Il y a un deuxième plan limite SOF qui donne le point K de la 
section avec la tangente Kcp. 

299. IV. Jonction des points construits, — Pour joindre entre eux 
les différents points construits de manière à tracer la section, on fait 
tourner d'une manière continue le plan auxiliaire autour de la droite 
SOOi ; la trace de ce plan sur R tourne autour du potnt et passe 
successivement par les points A, G, F, D, B, E de la base quand on 
tourne sur celle-ci dans un sens déterminé, pendant que la trace de 
ce plan sur Ri tourne autour de Oi et passe successivement par les 
points de la section M, P, K, Q, N, H dans l'ordre où il faut les 
joindre. 

300. Remarques. — I. Il peut arriver que certaines des droites 
joignant le point aux divers points de la base ne rencontrent pas 
la droite UV dans les limites de l'épure. Pour obtenir le point cor- 
respondant de la section, on peut procéder ainsi qu'il suit. Suppo- 
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sons, par exemple, qu'après avoir obtenu, comme nous l'avons montré 
(396), le point de la section appartenant à la génératrice SE {fig. i44), 
on ne puisse obtenir par le même procédé le point de la section situé 
slir la génératrice SA. (Ce cas se présente lorsque le point a est en 
dehors de la feuille ; le tracé de la droite aOi est alors impossible). 

A la droite auxiliaire SOOi on substitue alors la droite SEH et on 
considère le plan auxiliaire ESA dont la trace EA sur le plan de base 
rencontre UV au point 6 ; en menant la droite 6H, on obtient l'in- 
tersection du nouveau plan auxiliaire et du plan sécant, qui coupe 
la génératrice SA au point cherché M, qu'on détermine ainsi sans 
utiliser le point a. 

De même, la construction indiquée pour la tangente au point M 
ne s'applique plus lorsque le point T est en dehors de la feuille. 

On procède alors ainsi : pour trouver un point autre que M com- 
mun au plan sécant Rj et au plan tangent SAT, on coupe ces deux 
plans par le plan auxiliaire SOE dont l'intersection avec le plan sécant 
est la droite OiH et dont l'intersection avec le plan SAT est définie 
par le sommet S du cône et le point I commun aux traces OE et AT 
des deux plans sur le plan de base. Le point J commun à SI et à 
OiH est un point de l'intersection des plans Ri et SAT. La tangente 
cherchée est donc la droite MJ, qu'oh obtient ainsi sans utiliser le 
point T. 

301. II. Si la droite UV. suivant laquelle le plan sécant Ri coupe 
le plan R, traverse la base du cône, il est bien clair que les points 
de rencontre de cette droite avec la base sont des points de la section . 

302. III. La droite auxiliaire SOÔi est une droite menée arbitrai- 
rement par le sommet du cône ; on la choisit de manière à avoir des 
constructions aussi simples que possible. On peut, dans le cas où la 
base est un cercle, placer le point O au centre de la base ; dans ce 
cas. il n'y a pas de plan auxiliaire limite. 

La droite SOOi peut aussi être une génératrice du cône. Dans ce 
cas, le point Oi où elle perce le plan sécant est un point de la section 
cherchée. 

303. Application. — Déterminer la section faite par le plan Ri 
défini par son échelle de pente dans le cône de sommet s{io) et de base 
circulaire o dans le plan horizontal de projection (fig. i45). 

Chollbt et Mineur, H 12 
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Les constructions indiquées aux numéros précédents pour déter- 
miner la section plane d'un cône dans Tespace sont projectives, car 
elles reposent uniquement sur des considérations d'alignements 




sm 
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(3 points en ligne droite) ou de droites concourantes, propriétés qui 
subsistent en projection. Elles peuvent être répétées mot pour mot 
sur la projection. 

Le contour apparent du cône s'obtient (266) en s(io)«(o), s{io)f{o), 
en menant par la projection s du sommet les tangentes se et ^f à la 
projection de la base. 

.304. Nous avons pris dans l'épure comme droite auxiliaire la 
droite s( 10)0(0) qui joint le sommet s(io) au centre 0(0) de la base; 
la trace de cette droite sur le plan de base est donc le point 0(0). On 
détermine facilement sa trace sur le plan sécant Ri au moyen du 
plan auxiliaire e(o)s( 10)0(0), dont les horizontales de cotes o et 5 
coupent en a(o) et 6(5) les horizontales de même cote du plan Ri. 
Les droites ab et so se coupent en oi, projection horizotitale du 
point commun au plan Rj et à la droite auxiliaire. 



SECTIONS PLANES DU CONE 179 

La droite d'intersection du plan de base et du plan sécant est la 
trace horizontale U V de ce dernier plan . 

305. Construction de points quelconques de la section. — 1° Par 
exemple, pour avoir les points de la section situés sur les génératrices 
sd et sg qui aboutissent aux extrémités du diamètre dg de la base 
perpendiculaire à UV, on prolonge dg jusqu'en ô où elle rencontre 
UV, on joint ô au point oi et on marque les points m et n où Soi ren- 
contre sd et sg ; m et n sont, les projections des points cherchés (296). 

Les plans tangents au cône en m et n ont pour traces horizontales 
les tangentes à la base en d et ^ qui sont parallèles à UV ; leurs 
intersections avec le plan Ri qui sont les tangentes à la section en 
m et n, sont donc parallèles à l'horizontale UV dans l'espace et aussi 
en projection (1, 3o) ; on obtient ainsi les tangentes mt et nr. 

306. 3° On détermine, d'une manière analogue, les points situés sur 
les génératrices sh et sk aboutissant aux extrémités du dianlètre hk 
de la base parallèle à UV. Pour cela, comme hok est parallèle à 
UV, le point a de la méthode générale (296) est alors rejeté à 
l'infini sur UV et la droite oja est remplacée par la parallèle poiq 
menée par Oi à la droite UV, d'où les points cherchés p et q k son 
intersection avec sh et sk. 

Les tangentes en ces points s'obtiennent comme il a été indiqué 
(396) en menant les tangentes hi et kj à la base en h et k et en joi- 
gnant respectivement les points p et q k leurs points de rencontre i 
et j avec UV; on obtient ainsi les tangentes pi et qj. 

307. Construction des points sur les génératrices de contour appa- 
rent. — i" Pour avoir le point de la section situé sur la génératrice 
s(io)e(o), on considère le plan auxiliaire s(io)o(o)c(o) dont la trace 
horizontale oe coupe UV au point a ; la droite aoi coupe se au 
point / cherché. La tangente en / à la projection de la section est la 
droite se (118). 

308. a® Pour obtenir le point de la section situé sur la génératrice 
«(io)/(o), on ne peut utiliser le plan auxiliaire s(io)/(o)d(o) dont la 
trace horizontale fo rencontre la droite UV en dehors de l'épure. 

On procède alors comme il a été indiqué (3oo). On remplace 
la droite auxiliaire SOiÔ par la génératrice SLE qui détermine avec 
la génératrice S F un plan auxiliaire dont la trace horizontale fe 
rencontre UV au point ç. En joignant le point cp au point /, on 
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obtient la projection de la droite commune au plan auxiliaire et au 
plan sécant, qui coupe sf au point cherché w. La tangente à la sec- 
tion en ce point est la droite si (i53). 

309. Si Ton suppose que la trace du plan auxiliaire tourne autour 
du point en passant successivement par les points d, /i, c, g, k, f 
de la base, on rencontre les points correspondants de la section dans 
Tordre m, p, U n, g, w où il faut les joindre (299). 

310. Poncluition. — On a ponctué l'épure en supposant le plan 
sécant transparent et la surface du cône opaque. On a représenté la 
sec tion tracée sur la surface du cône. 

311. Remarque. —Si l'épure comportait deux plans de projection, on 
effectuerait les constructions pour la projection horizontale, comme 
on vient de le faire ; la projection verticale s'en déduirait ensuite en 
rappelant sur la projection verticale les points trouvés <'i94)- Mais il 
faudrait avoir soin, pour pouvoir ponctuer la projection verticale 
(279, 3«), de déterminer les points de la section situés sur les géné- 
ratrices de contour apparent vertical. 

312. Problème. — Déterminer les points de la section plane (Tun 
4:ône où la tangente est parallèle à une direction de ce plan. 

Soit un cône de sommet S et de base circulaire dans un plan R 

(fig. i46) ; on le coupe par 
un plan Ri et on veut 
trouver les points de la 
section où la tangente est 
parallèle à la direction A 
du plan Ri. 

Supposons le problème 
résolu et soit M un point 
de la section où la tangente 
MT est parallèle à A. 

Le plan tangent au cône 

au point M contient la 

droite MT (i8a), il est par 

^^'S' 146 suite parallèle à A. 

On obtiendra donc les tangentes cherchées en menant au cône les 

plans P tangents parallèles à A (284) et en prenant leur intersection 
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MT avec le plan Ri. Le point de contact M de la tangente ainsi 
déterminée est à Tînlersection de la droite MT et de la génératrice 
de contact SG du plan p et du cône, génératrice qui s'obtient facile- 
ment dans la construction du plan P (a 34). 

Si la base est circulaire, il y a au plus deux solutions, car la cons- 
truction donne au plus deux plans P (a34)- 

313. Application. — On peut de cette façon déterminer : 

lo Les points de la section où la tangente est parallèle aux horizon- 
tales du plan ; ce sont les points le plus haut ou le plus bas de la 
section. 

a° Les points où la tangente est parallèle aux droites de front du 
plan ; ce sont les points de la section le plus en avant ou le plus en 
arrière du plan vertical. 

3** Les points où la tangente est parallèle aux lignes de plus grande 
pente relatives au plan horizontal. 

4* Les points où la tangente est parallèle aux droites de profil du 
plan sécant ; ce sont les.points le plus à droite ou ie plus à gauche de 
la section. 

314. Problème. — Déterminer les points de la section plane d'un 
cône tels que la tangente en ces points ait sa projection horizontale 
parallèle à une direction donnée du plan horizontal. 

Soient 5 la direction donnée dans le plan horizontal et Bi le plan 
sécant {fig, i46). Comme o est la projection d'une direction A du 
plan Ri, il est facile dç définir cette direction A (I, 43 ou iia) en 
cherchant la projection verticale (ou la graduation) de la droite du 
plan Ri projetée en o. On est alors ramené au problème précédent. 

Remarque. — On procède d'une manière analogue lorsqu'on se 
donne la direction de la projection verticale de la langente. 
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Détermination des points à l'infini dans les sections 
planes du cône. 

315 . Il peut arriver que le point de la section plané d'un cône 
soit rejeté à Tinfini dans le plan sécant. 

On a vu (279, 1°) que pour déterminer un point quelconque de la 
section, il suffit de chercher Tintersection d'une génératrice du cône 
et du plan sécant ; pour que leur point d'intersection soit rejeté à 
l'infini, il faut et il suffit que la génératrice soit parallèle au plan 
sécant. On dit alors que la génératrice est une direction asymplotique 
ou infinie de la section. 

316. Par suite, pour trouver les directions infinies d'une section 
plane d'un cône, on est ramené à chercher les génératrices du cône 
parallèles au plan sécant. Ce problème a déjà été traité (aaa) et admet, 
suivant les cas, o, i ou 3 solutions. 

317. I. S'il n'y a pas de génératrice du cône parallèle au plan 
sécant, tous les points de la section sont à distance finie et la section 
est une ellipse, 

318. II. S'il y a une seule génératrice SG du cône parallèle au 
plan sécant, la section qui n'a qu'une direction infinie est une parar 
bole (Grévy, Compléments de géométrie, 646). 

La génératrice SG donne, dans Tespace, la direction de Taxe de la 
parabole ; la projection d'une parabole-sur un plan est, en général, 
une parabole dont Vaxe a pour direction la projection sg de la géné- 
ratrice SG sur le même plan. 

Pour déterminer le sommet de la parabole, projection horizontale 
de la section, il suffit de chercher (3i4) le point de la section où la 
projection horizontale de la tangente est perpendiculaire à sg, direc- 
tion de l'axe de cette projection. Le sommet une fois connu, on en 
déduit l'axe de la courbe. 

319. III. Si deux génératrices du cône sont parallèles au ^lan 
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sécant, la section est une hyperbole, dont ces deux génératrices don- 
nent les directions asymptotiques. 

On détermine les asymptotes, en les considérant comme les tangentes 
à la section aux points rejetés à l'infini (Grévy, Ccmpléments de géomé- 
trie, 65a). Pour cela on applique la construction générale (279, a**); 
on obtient donc ces droites en cherchant l'intersection du plan sécant 
avec les plans tangents au cône le long des génératrices parallèles au 
plan sécant. 

Le point de rencontre des asymptotes est le centre de l'hyperbole 
et les projections de ce point sont les centres des deux hyperboles 
projections de la section. 

On obtient les sommets de la projection horizontale, par exemple, 
en cherchant les points de la section où la tangente est en projection 
horizontale parallèle à la bissectrice de la projection horizontale de 
l'angle des asymptotes qui ne contient pas la courbe. 

320. Application I. — On donne un cône de sommet s(io) (fiy. 147) 
de hase circulaire dans le plan horizontal. 1° Déterminer un plan 
coupant le cône suivant une parabole. 2° Construire le sommet de la pro- 
jection de cette parabole. 

y 




\ y / ih > ^^-^ ■"- 






Fig. 147 

I* Détermination du plan sécant. — Pour qu'un plan coupe un cône 
suivant une parabole, il faut et il suffît que le plan parallèle mené 
par le sommet coupe le cône suivant une seule génératrice (3i8), 
c'est-à-dire soit tangent au cône. Par suite, si on considère un plan 
tangent Q au cône le long de la génératrice s(io)a(o) par exemple, 
tout plan P parallèle à celui-ci donne dans le cône une section para- 
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bolique. Le plan P est défini sur l*épure par sa trace iiorizontale 
d(o)c(o), parallèle à la trace a(o)t(o) du plan Q ; on verra par la suite 
comment on tient compte du parallélisme des deux plans P et Q. 

321. 2° Construction de Vaxe et du sommet de la parabole projection. 
— L'axe de la parabole projection est parallèle à la droite sa ; pour 
obtenir le sommet, il suffit donc de construire le point de la section 
où la projection de la tangente est perpendiculaire à sa (3i8). 

Pour cela (3ï4) menons par le point s la perpendiculaire sd à la 
droite sa et graduons cette droite comme la projection d'une droite 
située dans le plan Q ; il suffit pour cela de remarquer que la trace 
horizontale d(o) de la droite est sur la trace a(o)/(o) du plan Q. La 
droite s(io)d(o) est la parallèle menée par le sommet s(io) à la 
direction des plans P (ou Q) qui se projette perpendiculairement à sa. 
Pour mener les plans tangents au cône parallèlement à cette droite 
(3 12), il suffit de mener par d les tangentes à la base du cône (234) ; 
on obtient ainsi les génératrices de contact s(io)a(o) et s(io)c(o). 
La première, parallèle au plan sécant, donne le point à l'infini de la 
section; le sommet de la section est le point d'intersection de la 
génératrice s(io)e(o) avec le plan sécant (3i2); on détermine ce point 
en remarquant que le plan s(io)d(o)ed(o) coupe le plan sécant suivant 
la parallèle à la droite s(ïo)d(o) menée par le point de concours /(o) 
des traces horizontales des deux plans (on tient compte ainsi du 
parallélisme des plans P et Q). Cette parallèle coupe la droite se au 
point g qui est la projection du sommet et dont la cote se détermine 
sur la droite s(io)e(o). 

La parallèle gh menée à la droite sa par le point g est l'axe de la 
parabole projection. 

322. Pour construire la section, on remarque qu'elle passe par les 
points 6(o) et c(o) communs à la base et à la trace horizontale du plan 
sécant. On a déterminé la tangente ci au point c en remarquant 
qu'elle est parallèle à la droite s{io]k{o), intersection du plan P et du 
plan s(io)c(o)/f(o) tangent au cône au point c(o). 

On obtient un nouveau point l de la parabole et la tangente li en 
ce point en construisant les symétriques du point c et de la tangente 
ci par rapport à l'axe de symétrie gh. 

323. Enfin, on a déterminé la projection du point n de la section- 
situé sur la génératrice de contour apparent s(io)m(o) à l'aide du 
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plan auxiliaire s(io)m(o)a(o) qui coupe le plan sécant suivant la 
parallèle à la droite s(io)a(o) menée par le point p(o) commun à 
leurs traces horizontales. La tangente en n à la parabole projection 
est la génératrice sm (ii8). 

324. Ponctuation. — On a représenté la partie du cône solide com- 
prise entre le plan sécant et le plan horizontal et ne contenant pas le 
sommet. 

325. Application II. — Soit à trouver les asymptotes de la section 
du cône de sommet [s, s') et de base circulaire horizontale o par le 
plan PaQ {fig, i48). 

i^ Asymptotes. — Pour obtenir les directions asymptotiques (3i6), 
cherchons les génératrices du cône parallèles au plan sécant. Pour 
cela (222), menons par le sommet (s, s') le plan parallèle au plan 
sécant ; la frontale (s/, s'f) de ce plan menée par le point (s, s') a 
pour trace horizontale (/, /') et la trace horizontale du plan est la 
parallèle pR à la droite aP menée par le point /. Cette trace coupe la 
base aux points (a, a') et (6. b') et les génératrices du cône parallèles 
au plan sécant sont (sa, s'a') et {sb, s'b'). 

L'asymptote parallèle à la droite (sa, s'a') est l'intersection du plan 
tangent au cône le long de cette génératrice avec le plan sécant (3 19). 

La trace horizontale de ce plan tangent est la tangente at à la base 
au point a ; le point (c, c') où elle rencontre la trace horizontale du 
plan sécant est un point de l'intersection cherchée ; comme on sait 
a priori que cette droite est parallèle à {sa, s'a'), on la détermine en 
menant la parallèle (cg, c'g') à cette droite par le point (c, c'i. 

Une construction analogue détermine l'asymptote (d/i, d'h') paral- 
lèle à la génératrice (s6, s'b'). 

326. 2° Centre de la section, — Le point (w, to') commun aux deux 
asymptotes est le centre de Thyperbole section et ses projections 
o) et w' sont les centres des projections de même nom de cette sec- 
tion. 

327. 3° Points de la section et tangentes. — La trace horizontale 
(aP, xy) du plan sécant coupe la base du cône aux points (i, i') et (e, e'} 
qui appartiennent à la section. 

En remarquant que la trace horizontale (iu, cry) du plan tangent 
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au cône au point (i, V) rencontre suivant la droite (su, s'a') le plan 
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Fig. 148 



mené par le sommet (s, s') parallèlement au plan sécant, on obtient 
son intersection avec le plan sécant, c'est-à-dire la tangente au point 
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(î, f), en menant par ce point la droite (iv, i'v') parallèle à la 
droite (su, s'a'). 
Une construction analogue donnerait la tangente au point {e, e') . 

328. 4» Point le plus haut de la branche d'hyperbole située sur la 
nappe inférieure du cône. — Ce point est caractérisé sur la section par 
la direction de sa tangente qui est une horizontale du plan sécant 
<3i3, 1°). 

Pour le déterminer (3ia), on mène au cône un plan tangent paral- 
lèle à la direction (aP, xy) des horizontales du plan sécant. La trace 
horizontale de ce plan est la tangente (/ctt, xy) à la base parallèle à la 
droite aP ; la génératrice de contact de ce plan et du cône est donc 
(s/c, s'k'), dont Tintersection avec le plan sécant s'obtient à l'aide du 
plan auxiliaire (sak, s'a'k'). Les traces horizontales de ce dernier plan 
et du plan sécant se coupent au point l ; Tintersection de ces plans 
tous deux parallèles à la droite (sa, s'a') a donc pour projection hori- 
zontale la droite Im menée par l parallèlement à sa. Cette droite 
rencontre la projection horizontale sk de la génératrice au point m 
qui se rappelle en m' sur s'k'. Le point cherché est (m, m') et la 
tangente en ce pqint est l'horizontale du plan sécant (mn, m'n'). 

329. 11 est facile maintenant de tracer les projections de la bran- 
che d'hyperbole dont on connaît les asymptotes et trois points avec 
leurs tangentes. 

On a représenté sur l'épure la portion de la nappe inférieure du 
cône située au-dessus du plan horizontal et au-dessous du plan sécant 
supposé transparent. 

330. Remarque. — On a tracé les deux prolongements des arcs 
d'hyperbole ime et i'm'e', pour mieux définir le tracé de ces arcs et 
figurer la disposition de la courbe. 

On a figuré, en outre, les projections de la deuxième branche de 
l'hyperbole qui est située sur la nappe supérieure du cône ; il suffit 
pour les obtenir de construire les symétriques de l'arc ime par rap- 
port au point co et de l'arc i'm'e' par rapport au point w'. 

Le point le plus bas (s, z') de cette branche est symétrique du 
point le plus haut (m, m') de la première par rapport au centre 
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IIII. 



Sections planes du cylindre. 

331. I. La section d'un cylindre par un plan P parallèle à ses 
génératrices se compose de génératrices, qu'on détermine (217) 
en cherchant la trace AB du plan sécant P sur le plan de base Q 
(Jîtj. m) et en menant les génératrices MM' et NN' des points M 
et N où la droite AB rencontre la base. 




332. II. Si la base est circulaire, la section par un plan P paral- 
lèle à la base est une circonférence égale à la base, dont le centre est 

le point 0' d'intersection du 
plan P et de la parallèle aux 
génératrices menée par le 
centre O de la base (fig. i49)- 

333. III. .La section par un 
plan quelconque est une el- 
lipse; pour la définir sur une 
épure, on en construit un 
certain nombre de points et 
de tangentes par les procédés 
Fig- <49 suivants : 

i" On obtient un point quelconque de la section en cherchant Tinter- 
section d'une génératrice quelconque du cylindre et du plan sécant, 
a'» La tangente en un point de la section est l'intersection du plan 
sécant et du plan tangent à la surface en ce point. Car le théorème 
du n° i53, démontré pour la section plane d'une sphère, s'applique 
mot pour mot à la section plane du cylindre. 

3' On obtient les points sur les génératrices de contour apparent en 
cherchant leur point d'intersection avec le plan sécant. 

La projection de la section est tangente à la projection de même 
nom du contour apparent de même nom aux points où elle le ren- 
contre (118). 

La recherche de ces points est capitale, au point de vue de la ponc- 
tuation, car ils séparent sur la section les arcs vus des arcs cachés. 
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Remarque. — On peut aussi obtenir un point quelconque de la 
section par la méthode signalée pour la sphère (lôa) et le cône (279). 

Si la base circulaire du cylindre est horizontale, on emploie un 
plan horizontal auxiliaire qui coupe le cylindre suivant un cercle G 
facile à déterminer (332) et le plan sécant suivant une horizontale ; 
les points communs à cette droite et au cercle G sont manifestement 
des points de la section. 

Si la base circulaire du cylindre est dans un plan de front, on 
utilise d'une manière analogue un plan auxiliaire de front. 

334. Cas particulier. — Le plan sécant est perpendiculaire à Vun 
des plans de projection. 

Exemple. — Soit à trouver la section par le plan vertical PaQ du 
cylindre de base circulaire horizontale (o, 0') et de génératrices paral- 
lèles à la direction (o§, o'8') (flg. i5o). 

La section située dans le plan vertical se projette horizontalement 
sur la trace horizontale aP de ce plan (I, lag, 6») ; comme les points 
du cylindre se projettent horizontalement entre les génératrices de 
contour apparent ab et cd, (2o5) la projection horizontale de la sec- 
tion est le segment mn. 

335. 1° Recherche d'an point quelconque de la section et de la tan- 
gente en ce point. 

Considérons le point de la section projeté horizontalement en p 
sur mn et cherchons sa projection verticale ; pour cela (2o4), menons 
la projection horizontale pq de la génératrice du point cherché qui 
rencontre la base aux points {q, q') et (r, r'). Les génératrices du 
point cherché ont pour projection verticale q'p[ et r'p'.^ qui coupent 
la ligne de rappel du point p aux points cherchés p^ et p^. 

Pour obtenir la tangente à la section au point (p, pg), construisons 
le plan tangent au cylindre en ce point ; il est défini {190) par la 
génératrice (pr, p'^r') et la tangente {rt, rT) à la base au point (r, r') . 
La tangente cherchée est l'intersection de ce plan et du plan sécant 
(333, 2°) ; on connaît a priori un point dé cette intersection en (p, pi), 
on en obtient un deuxième en (t, t') à l'intersection des traces hori- 
zontales rt et Pa des deux plans. La tangente cherchée est donc la 
droite (pi, p[t'). 

336. 20 Points sur le contour apparent horizontal, — L'intersection 
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du plan sécant et des génératrices (am, a'm') et [hn, b'n!) de contour 
apparent horizontal s'obtient en (m, m') et (n, n'). 




Fig. 150 

Les plans tangents le long de ces génératrices sont verticaux {a58); 
par suite leurs intersections avec le plan sécant sont les verticales m 
et n ; les tangentes à la projection verticale de la section aux points 
m! et n' sont donc les droites mm' et nn' (i53). On obtient ainsi les 
points de la section le plus à droite et le plus à gauche. 
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337. 3° Points sur le contour apparent vertical. — Les génératrices 
de contour apparent vertical (dft, d'h') et (c/c, e'/c') coupent le plan 
sécant aux points (h, h') et (/c, k'). 

Les tangentes à la projection ^rerticale de la section OlM^ points h*^ 
et k' sont les projections d'h' et e'k' des génératrices de contour appa- 
rent (ii8). 

338. 4° Points le plus haut et le plus bas de la section. — Ce sont 
les points où la tangente est horizontale (3i3) ; comme cette, droite est 
dans le plan sécant, elle a même direction que l'horizontale (aP, xy} 
de ce plan. 

Pour Tobtenir, on procède comme il a été déjà indiqué, pour le 
cône (3i3} ; on construit les plans tangents au cylindre parallèles à 
la droite (aP, ay) ; pour cela, il suffit de mener les tangentes à la 
base parallèles à aP ; leurs points de contact avec la base sont les 
extrémités du diamètre ioj perpendiculaire à aP ; les génératrices 
des points (i, V), (j, f) coupent le plan sécant aux points cherchés 
(w, w') et (v, v'). 

Il est alors facile de tracer la projection verticale de la section. On 
a représenté sur l'épure la partie du cylindre comprise entre le plan 
sécant supposé transparent et le plan horizontal. 

339. Cas général. — Première uiéthode. — On ramène le cas 
où le plan sécant est quelconque à celui où il est perpendiculaire à 
l'un des plans de projection en changeant Vun des plans de projection 
de façon que le plan sécant soit perpendiculaire au nouveau plan de 
projection dans le nouveau système (I, 244) pu (23). 

On procède comme dans le cas du cône ; nous laissons au lecteur 
le soin de faire l'épure ; il lui suffira d'exécuter des constructions 
analogues à celles des n*»' 237 et suivants. 

340. Deuxième méthode. — On peut procéder comme il a été 
fait pour la section plane d'un prisme (I, 293). 

Soit, par exemple, à chercher l'intersection avec le plan Ri du cy- 
lindre de base circulaire (V) dans le plan R {fig. i5i) et de généra- 
trices parallèles à la direction G . 

1^ Cherchons la droite d'intersection UV du plan sécant Ri et du 
plan de base R. 

2° Menons, d'une façon arbitraire, une parallèle OOi à la direc- 
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tien G des géaératrices et déterminons sa trace sur le plan de 
base et sa trace Oi sur le plan sécant. 

3° Pour trouver l'intersection des génératrices du cylindre ave<; le 




Fig. 151 

plan Ri, nous emploierons des plans auxiliaires déterminés succes- 
sivement par la droite OOi et chacune des génératrices. Ces plans 
sont ainsi définis par deux droites parallèles. 

Il suffît alors pour obtenir la courbe d'intersection par points et par 
tangentes de répéter, mot pour mot, les constructions indiquées aux 
n" 296 et suivants à propos de la section plane du cône. 

Les remarques faites aux n*" 3oo, 3oi, 3o2 sont également applica- 
bles à la recherche des sections planes du cylindre. 

341. Application I. — On définit un cylindre par sa base circu- 
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laire (o, &) dans le plan vertical et la direction {og, o'g') de ses gêné- 




Fig. 152 

ratrices {fig. i5a). Soit à construire les projections d'une section droite 
du cylindre^ c'est-à-dire d'une section par un plan perpendiculaire à la 
direction des génératrices. 

Chollkt bt Minbur, Il 13 
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Pour définir les traces du plan sécant, on a mené par un point a de 
la ligne de terre les perpendiculaires aP et aQ aux projections 
og et o'g' de la direction des génératrices (I, 169). 

La droite d'intersection du plan de base et du plan sécant est évi- 
demment la trace verticale (aQ, xy) de celui-ci, que nous appellerons 
(uv, uV) pour garder les notations du no 34o. 

Prenons comme droite auxiliaire la parallèle {og, o'g') aux généra- 
trices passant par le centre (0, 0') de la base; elle perce le plan de 
base au point (0, 0') et le plan sécant au point (oi, oj) qu*ona déter- 
nçiiné à laide du plan vertical projetant la droite et de son intersec- 
tion (w^, w'P') avec le plan sécant. C'est par cette droite (ooi, o'o]) 
que nous allons faire passer des plans auxiliaires pour déterminer les 
points de la section. 

342. 1° Points sur le contour apparent horizonlal. — Les génératrices 
de contour apparent horizontal sont celles des points (a, a') et (c, c') 
(278) ; comme ces points sont diamétralen^ent opposés sur la base, 
ils sont dans un même plan avec la droite auxiliaire (ooi, oo\) ; ce plan 
a pour trace verticale a'o'c' qui rencontre en (y, y') la droite («v. «'v'); 
la trace du plan auxiliaire sur le plan sécant est la droite (yoi, y^i) 
qui rencontre les génératrices des points (a, a') et (c, c') aux points 
cherchés (m, m') et (/i, n). 

Les tangentes à la projection horizontale de la section en m et n 
sont les projections ams et cnt des génératrices de ces points (118). 

Les tangentes à la projection verticale de la section en m! et n' 
sont les projections verticales des droites du plan sécant projetées 
horizontalement en ms et ni ; en remarquant que ces droites sont 
parallèles à w^ projection horizontale de la droite (w^, w'p') du plan 
sécant, on conclut que les tangentes cherchées m' s' et n'V sont paral- 
lèles à o)'^'. 

343. 2* Points sur le contour apparent vertical. — Les génératrices 
de contour apparent vertical sont celles des points (</, d') et (/, /) 
(278); leurs projections verticales d'j\ fi' sont tangentes à la projec- 
tion verticale de la base. Le plan auxiliaire de trace verticale d'o'f les 
contient toutes deux ; comme cette .trace est perpendiculaire à la 
direction o'g', elle est parallèle à la trace verticale aQ du plan 
sécant et par suite (I, 162) ces deux plans ont pour intersection la 
frontale (poig, p'o\q') du plan sécant passant par le point (oi, o',); 
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on obtient les points cherchés (p, p') et {q, q') à Tintersection de celte 
droite et des génératrices des points (d, d!) et {f,f'). 

Les tangentes à la projection, verticale aux points p' et q' sont le* 
génératrices d'p' ei f'q' (ii8). 

La tangente à la projection horizontale au point q s'obtient par la 
méthode indiquée au no 296 en prenant le point d'intersection (i, V) 
de la droite (uu, u'v') et de la trace f'i' dii plan tangent en (q, q') sur 
le plan de base. En joignant le point q au point i, on a la tangente 
cherchée qL 

Gomme les plans tangents au cylindre en (g, q') et (p, p') sont 
parallèles, il en résulte que les tangentes à la section en ces points sont 
parallèles comme intersections du plan sécant par deux plains paral- 
lèles. On obtient donc la tangente au point p de la projection hori- 
zontale en menant la droite pj parallèle à qi. 

344. 3** Point quelcpnqué et tangente en ce point. — Considérons le 
plan auxihaire de trace verticale /c'o'/i' perpendiculaire à xy. Il coupe 
le cylindre suivant les génératrices des points (h^ h') et (k, k') et le 
plan sécant suivant la droite (woi, w'oi) ; les points de rencontre 
(w, w') et (j, s')» de ces droites sont deux points de la section. 

Les plans tangents en ces points ont pour traces verticales les tan- 
gentes à la base aux points (/i, h') et (/c, W) qui rencontrent la droite 
{av, u'v') aux points (6, 6') et (X, X'). Les tangentes aux points [(^, z'\ 
et [Wy w') sont donc les droites (sô, z'b') et {wl, w'\') (33a, a*»)» 

345. Jonction des points obtenus, — Si la trace verticale du plan 
auxiliaire tourne autour du point [o\ et passe successivement par le» 
points a'h'f'c'kfd' de la base, les projections verticales des points cor- 
respondants construits sur la section se succèdent dans Tordre- 
m'z'q'n'w'p' où il faut les joindre. En projection horizontale, on les- 

. joint naturellement dans le même ordre. 

Ponctuation. — On a ponctué la portion du cylindre, supposé solide; 
comprise entre le plan vertical et le plan sécant, en supposant le plan 
sécant transparent. 

346. Remarques. — I. En prenant pour droite auxiliaire OOi la 
parallèle aux génératrices menée par le centre de la base circulaire du 
cylindre, on a mis en évidence l'existence du centre de symétrie O^ 
de la section. En effet, le quadrilatère déterminé par les quatre points- 
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'{h, /i'), {w, w'), (j, 5'), {k, W) a pour côtés deux génératrices du 
cylindre, c'est donc un trapèze et la droite (ooi, o'o\) menée parallè- 
lement aux bases par le milieu (0, 0') de {hk, h'k'), passe par le 
milieu (oi. oj} de l'autre côté (ws, w'z'); le point (oi, o\) est donc un 
«centre de symétrie pour la section. 

La section est d'ailleurs une ellipse et les tangentes aux extrémités 
d'un diamètre quelconque (wj, w'z') sont parallèles . 

347. II. Dans l'épure précédente, le clioix particulier du plan sécant 
permet de déterminer les axes de la projection verticale de la section. 

En effet, le diamètre p'q' est un axe de cette projection, car les tan- 
gentes à ses extrémilés p'f et q'V lui sont perpendiculaires. L'autre 
axe de la projection est donc dirigé suivant la droite o\g' ; on déter- 
minerait facilement les sommets situés sur cet axe à l'aide du p^an 
auxiliaire de trace verticale o'g' qui contient les génératrices du 
cylindre projetées verticalement suivant o'g\ 
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1 . Trouver sur la section plane d'un cône (ou d'un cyUndre) à 
base circulaire horizontale (ou de front) les points : 

lO àe cote donnée ; 

2^ d'éloignement donné (on appliquera dans chacun de ces cas la 
«néthode du n° 279 ou 333, Rem.). ' 

2. On donne un cône à base circulaire horizontale et une droite ; 
déterminer les plans passant par la droite et donnant dans le cône 
«une section parabolique. 

3. On donne un cône à base circulaire horizontale et un point 
(a, a'). Mener par ce point les plans donnant dans le cône des sec- 
tions circulaires et construire ces sections. (Il y a deux tels plans, 
l'un parallèle au plan de base, l'autre donnant une section anlipa- 
rallèle à la base; voir Grévy, Compléments de Géométrie, 697. 

[Saint'Cyr,) 

4. Construire la section d'un cône ou d'un cylindre à base circu- 
laire horizontale : 

i*» par le deuxième plan bissecteur ; 

a^ par un plan parallèle au deuxième plan bissecteur. 

5. Un segment (a6, a'h') est l'axe d'un tronc de cône de révolu- 
tion dont on donne les rayons des bases situées dans les plans menés 
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par (a, a') et (5, b') perpendiculairement à Taxe. Représenter les 
projections du tronc de cône. Construire le sommet du cône dont lè- 
tronc fait partie. 

6 . On donne un cône ayant pour base un cercle horizontal. On le- 
coupe par un plan de bout parallèle à une génératrice de contour 
apparent vertical. La section est une parabole dont on demande de 
trouver le sommet de la projection horizontale. 

7. Un cercle o donné dans le plan horizontal est la base d*un cône 
Cl de sommet («, s'). Un plan PaQ défini par ses traces coupe le 
cône Cl suivant une courbe qui est la base d'un cône Cj de sommet 

{t, 0- . 

1° Construire un point quelconque de la section du cône C2 par 
un plan R^S défini par ses traces et la tangente en ce point. 

2° Trouver sur cette section le point le plus haut et le point le 
plus bas, le point le plus à droite et le point le plus à gauche. 

8. On donne un cercle Ci dans le plan horizontal, un plan verti- 
cal P et trois points A, B, C. Le cône de sommet A et de base C* 
coupe le plan P suivant une courbe C2. Le cône de sommet B et de 
directrice C2 coupe le plan horizontal suivant une courbe C3 et enfin; 
le cône de sommet C et de directrice C3 coupe le plan P suivant Ja. 
courbe C4. 

1° Construire un point quelconque de C4 et la tangente en ce 
point. ^ 

2<> Trouver le point le plus à droite et le point le plus à gauche 
de C4. 

9.' On donne un cône à base circulaire horizontale et une droite. 
Mener par la droite un plan coupant le cône suivant une section dont 
la droite est un diamètre. . 



CHAPITRE X 

CONES ET CYLINDRES CIRCONSCRITS 
A LA SPHÈRE 



Cône ciroonscrit. 

348, On. a déjà rappelé (ii5, 6^) les propriétés géométriques du 
cône circonscrit à la sphère par un point. 

349. Dôtermi nation des contours apparents. ~ Théorème. 

— i"* Si le cercle de contact d'an cône circonscrit à une sphère rencontre 

en un point M le 
s contour apparent de 

la sphère relatif à un 
plan P, ce point M 
appartient au con- 
tour apparent du 
cône relatif au même 
plan. 

a** Les projections 
sur le plan P des 
deux contours appa- 
rents et du cercle de 
contact sont tangentes 
au point m. projec- 
tion du point M. 

Considérons en 
à une sphère de centre O 




Fig. 153 

effet le cône circonscrit par un point S 
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et soit M un point commun au cercle de contact AB du cône et de 
la sphère et au cercle CD de contour apparent de la sphère relati- 
vement au plan P {fig. i53). 

1° Puisque le point M est sur le contour apparent de la sphère rela- 
tif au plan P, le plan tangent à la sphère en ce point est perpendi- 
culaire au plan P (ii6). Gomme le point M est sur le cercle de con- 
tact de la sphère et du cône» le plan tangent à la sphère est aussi tan- 
gent au cône (ii5, 6°) ; le plan tangent au cône au point M est donc 
perpendiculaire au plan P et le point M appartient bie;p au contour 
apparent du cône relatif au pian P (a58). Ce contour apparent com- 
prend par suite la génératrice SM (aôg). 

a° La projection ab du cercle de contact AB sur le plan P est 
tangente en m aux projections cd et «m des contours apparents de 
la sphère et du cône, d'après le théorème du n° ii8 qu'on applique 
à la fois au cône et à la sphère. 

350. Comme la projection sm de la génératrice SM passe par la pro- 
jection s du sommet du cône, on peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Les projections des contours apparents d'un cône cir- 
conscrit à une sphère s'obtiennent en menant aux contours apparents de la 
sphère les tangentes par les projections de même nom du sommet de ce cône, 

351 . Remarque. — Le raisonnement qui vient d'être fait n'utilise 
que les hypothèses de l'énoncé, la défini- 
tion et les propriétés du contour apparent ; 
les propriétés de la sphère n'y sont pas 
intervenues ; par suite, le théorème s'ap- 
plique encore lorsqu'on remplace la sphère 
par une surface quelconque. 

352. Exemple. — Soit une sphère défi- 
nie par son centre (o, o) et ses contours 
apparents (fig. i54). Le cône circonscrit à 
cette sphère par le point (s, s') a pour con- 
tour apparent vertical les deux génératrices 
projetées verticalement en s'a\ s'b' et obte- 
nues en menant les tangentes à la circon- 
férence & par le point s\ 
De même, le contour apparent horizontal s'obtient en menant par 
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la projection horizontale s du sommet les tangentes se et sd au 
cercle o de contour apparent horizontal. 

353. Remarque. — Les constructions précédentes ne sont pas tou- 
jours possibles. 

Ainsi, dans Tépure de la 
figure i55, le cône a en- 
core un contour apparent 
horizontal projeté en se et 
sdy mais il n'a plus de con- 
tour apparent vertical, car 
le point s' se projette à 
rintérieur du cercle o'. 

Dans répure de la figure 
i56, le cône n'a ni contour 
apparent horizontal , ni 
contour apparent vertical, 
car chacune des projections 
du sommet (s, s') se trouve 
à l'intérieur de la projec- 




Fig. 156 



tion du contour apparent de même nom de la sphère bien que ce 
sommet soit extérieur à la sphère (i38). 

354. Détermination du cercle de contact du cône et de la 
sphère. — Méthode. — Le plan P du cercle de contact du cône et 
de la sphère est perpendiculaire à la droite qui joint le sommet S 
du cône au centre O de la sphère (ii5, 6°). Pour trouver la section de 
la sphère par ce plan P, il est commode de changer de plan vertical 
pour amener le plan P à être de bout, car on est alors ramené à un 
cas particulier donnant des constructions simples (i54). Ce change- 
ment de plan rend la droite SO de front dans le nouveau système de 
projections. 

355. Exemple. — Soit à déterminer les projections du cercle de 
contact de la sphère (o, o') et du cône circonscrit à cette sphère par 
le point («, s') {fig. 157). 

I. Projection horizontale. — Le contour apparent horizontal du 
cône s'obtient en menant par la projection horizontale s du sommet 
les tangentes sa et sb au contour apparent horizontal de la sphère (35o). 

Changeons de plan vertical en prenant une nouvelle ligne de terre 



CÔNE CIRCONSCRIT 



201 



Xiyi confondue avec la projection horizontale so de l'axe du cône et 
en même temps prenons comme nouveau plan horizontal de projec- 



^vT' 



^.-v^ 





,^- / 1 ^ 
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/ / 


/ / 


/ / 


/ / 




Fig. 157 

tien le plan horizontal H' qui passe par le centre (o, o') de la sphère- 

Le centre de la sphère se trouve ainsi sur la nouvelle ligne de terre ^ 

ses projections sont confondues en (o, o' ) ; par suite le contour appar 
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renl vertical de la sphère dans le nouveau système est confondu 
avec le contour apparent horizontal (i35). 

Le point (s, s') a sa nouvelle projection verticale sur la perpendi- 
culaire menée par s à xiyi et à une distance s$\ égale à sa distance 
s'(T au nouveau plan horizontal H' de projection. L'axe du cône est 
la droite (so, s[o[). Le plan du cercle de contact a pour trace hori- 
zontale dans le nouveau système la droite Pi ai qui coïncide avec ab, 
car les points de la sphère projetés horizontalement en a et 6 sont 
sur le contour apparent horizontal de la sphère et par suite dans le 
plan H' ; sa trace verticale est par suite la perpendiculaire aiQi menée 
à la droite 8[o\ par le point ai, car le plan est perpendiculaire à 
Taxe du cône («o, i\o[). 

Pour construire la projection horizontale de la section de la sphère 
(o, o[) par le plan de bout PiaïQi, on procède comme il a été indi- 
qué au no i54. La section est projetée verticalement suivant le 
segment c\d\ de la trace verticale du plan compris à llntérieur du 
contour apparent vertical de la sphère. Son centre est le point (w, Wj) 
commun au plan PiaïQi et à Taxe (so, s\o[) du cône. Le petit axe 
de l'ellipse projection est dirigé suivant la droite cos perpendiculaire 
h la trace horizontale ocP du plan et les sommets situés sur cet axe 
s'obtiennent en c et d en rappelant sur cet axe les points projetés 
verticalement en c\ et d*, à l'intersection de la trace verticale a,Qi 
et du contour apparent vertical de la sphère. Le grand axe de l'ellipse 
est dirigé suivant la perpendiculaire wwj au petit a^e et a même 
longueur que le diamètre c\d\ du cercle de contact ; on obtient ses 
sommets en c et / en prenant les longueurs we = u>/* = (OjcJ. 

On peut alors tracer Tellipse projection en remarquant qu'elle 
passe aux points a et 6 où elle est tangente aux droites sa et sb (349). 

356. Remarque. — On s'est servi pour construire la trace verti- 
cale Qiai du plan du cercle de contact du contour apparent horizontal 
du cône. 11 peut arriver que ce contour apparent n'existe pas (353) ; 
dans ce cas, on détermine le contour apparent vertical du cône 
s\c\, s^d[ en menant par le point s\ les tangentes au contour apparent 
vertical de la sphère dans le système a-jy, (35o) ; comme le plan de 
la courbe de contact est de bout dans ce système, sa trace verticale 
aQi coïncide avec la droite c\d\ qui joint les projections verticales 
de deux de ses points. Cette construction est toujours possible, car on 
-suppose le point (s, s\) extérieur à la sphère et par suite s\ est à 
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l'extérieur du contour apparent de la sphère, car la distance o[s\ est 
la vraie grandeur delà distance des deux points (o, o\), (s, $[) qui est 
alors plus grande que le rayon. 

357. II. Projection verticale. — Une construction analogue à la 
précédente donne les axes de Tellipse projection verticale du cercle 
de contact. 

On prend comme nouveau plan horizontal le plan de bout de 
trace x^yi confondue avec o's' et comme plan vertical le plan de 
front F passant par le centre (o, o') de la sphère. Le centre de la 
sphère est défini dans ce nouveau système par ses deux projections 
(02, 0') ; les deux contours apparents de la sphère sont confondus 
suivant la circonférence 0'. Le sommet du cône a pour nouvelles 
projections «2 et s' ; S2 est sur la perpendiculaire à 0:2^2 menée par 
s' et à une distance égale à s<ji. nouvel éloignement du point. Le 
cône a pour contour apparent vertical les tangentes sY» s'h' menées 
par le point s' au contour apparent de même nom de la sphère (35o) ; 
le plan de la courbe de contact a pour trace verticale la dro te a2Q2 
confondue avec g'h' et pour trace horizontale la droite a2P2 menée 
par le point «2 perpendiculaire à la droite S2O2. La section est pro- 
jetée horizontalement suivant le segment 1*27*2 de la trace horizontale 
du plan sécant compris à l'intérieur du contour apparent horizontal 
de la sphère. Son centre est le point ((*)2, w') ; le petit axe de l'ellipse 
projection est dirigé suivant la droite uj's' et ses sommets sont les 
projections verticales i' et f des points 1*2 et J2. situés à l'intersec- 
tion de la trace horizontale a2P2 du plan et du contour apparent 
horizontal de la sphère ; le grand axe m'n' est sur la perpendiculaire 
menée par le point w' à la droite 0:2^2 et a même longueur que le 
diamètre 1*27*2 du cercle de contact. 

La ponctuation a été faite en supposant le cône transparent. 

388. Remarques. — I. On aurait pu déterminer la trace horizon- 
tale a2p2 du plan de la courbe de contact dans le système 0:2^2 en 
menant par le point «2 les tangentes S2J2 et «212 au contour appa- 
rent 02 de la sphère dans ce système. La trace cherchée est la droite 
qui joint les points 1*2 et ji. 

On aurait pu déterminer un point quelconque du cercle de 
contact et la tangente en ce point par la construction indiquée au 
no i54, 4°. 
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359. II. Gomme on a construit les deux projections indépendam- 
ment Tune de l'autre, on pourra vérifier : lo que les deux projections 
du centre (o et a)' sont sur une mènie ligne de rappel; a® que les 
longueurs c\d'i et 12/2 sont égales, car toutes deux représentent le 
diamètre du cercle de contact. 



360. Dans le cas particulier où le point (s, s') est sur la verticale du 

centre (0, 0') .{flg, i58), 
Taxe («0, s'o') du cône est 
vertical et le plan du cer- 
cle de contact est par suite 
horizontal. Ge plan H' a 
pour trace verticale la droite 
a'h' qui joint les deux 
points a' et b' communs 
aux contours apparents 

- verticaux du cône et de la 
f 

sphère. 

Le cercle de contact est 
le parallèle horizontal de 
la sphère situé dans le 
plan H' ; il se projette ver- 
ticalement suivant le seg- 
ment a'h' et horizontale- 
ment suivant le cercle de 
centre et de rayon oa 
^^8- ^^ ( I a5). La ponctuation a été 

faite en supposant la surface du cône opaque. 

361. Â.pplication I. — Mener par une droite donnée les plans tangents à 
une sphère donnée. 

Ce problème a déjà été résolu (173) ; on peut aussi le résoudre à Taide de 
cônes circonscrits à la sphère. 

SoLOTiOR oÉiOMÉTRioDB. '— Soit P un plan tangent en M à la sphère O et 
passant par la droite D {fig. iSg). D'après une propriété de la courbe de 
contact d'un cône circonscrit à la sphère (ii5, 60), le point M est situé sur 
la courbe de contact (C) de la sphère et du cône circonscrit qui a son som- 
met en un point quelconque de la droite D ; le plan P est d'ailleurs tangent 
à ce cône. 




362. De là résultent deux procédés pour la construction du point de 
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contact M : x« on prend 
sur la droite D deux points 
quelconques A et B et on 
cherche les points M et N 
communs aux cercles de 
contact avec la sphère des 
cônes circonscrits de som- 
mets A et 6. Il suffit pour 
cela de chercher la droite 
A d'intersection des plans 
de ces deux cercles, puis 
les points communs àôette 
droite et à la sphère. 

363. ft"* Ou bien on con- 
sidère le cône circonscrit 
à la sphère de sommet A 
et on lui mène les plans 
tangents par la droite D ; 
ce qui donne les plans 
cherchés . 

364. Remarque.— Si le 
point B s'éloigne indéfini- 
ment sur la droite, le côqe 
circonscrit de sommet B 
a -pour limite le cylindre 
circonscrit à la sphèra pa- 
rallèlement à la droite D . 
Ce cylindre peu t remplacer 
Tun des cônes précédents. 

363. Problème I. — 

Soit à mener à la sphère 
définie rar $on centre {o^o') 
et ses deux contours appa- 
rents les plans tangents par 
la droite [ef, e'f) [fig. i6o). 

Employons le premier 
procédé indiqué (36a) . 
Mais profitons de l'indéter- 
mination des deux points 
A et B sur la droite D 
pour simplifier les cons- 
tructions. 

i" Prenons sur la droite 
(e/", e'f) le point (a, a') 
dans le plan horizontal H' 
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du centre (o, o') de façon que le cône circonscrit de sommet (a, a') ait son 
axe horizontal en {ao^ a'o'). Le plan de son cercle de contact avec la sphère qui 
est perpendiculaire à l'axe (ii5, 6*) est par suite vertical. En menant les 
génératrices ac et ad de contour apparent horizontal du cône (35o)> on obtient 
en c et d les projections horizontales de deux points de la courbe de contact; 
la trace horizontale du plan de cette courbe est donc la droite cd (l, 139, 4°)* 

2" De même, prenons sur la droite {ef, e'f) le point (6, 6') situé dans le 
plan de front F du centre (o, 0') de façon que le cône circonscrit de sommet 
(byb') ait son axe {bo, b'o') de front. 

Le plan du cercle de contact avec la sphère qui est perpendiculaire à Taxe 
(ix5, 6") est par suite de bout. En menant les génératrices b'g\ b'i' de con- 
tour apparent vertical (35o), on obtient en g' et i' les projections verticales de 
deux points de la courbe de contact, la trace verticale du plan de cette courbe 
est donc la droite g'i (I, i3o, 4*). 

La droite d'intersection du plan vertical de trace horizontale cd et du plan 
de bout de trace verticale g'i' a ses projections (pq, p'q') confondues respecti- 
vement Bveccdeigi'. Pour trouver les points communs à cette droite et à la 
sphère, on a rabattu sur le plan horizontal H' du centre le plan vertical de 
trace cd (ll^b). La section de la sphère par ce plan se rabat suivant la circonfé- 
rence de diamètre cd ; le point [r, r') de la droite situé sur la charnière ne 
bouge pas ; le point (p, p'\ se rabat en pi obtenu en portant sur la perpendi- 
culaire kpq la longueur ppi égale à p'it. Le rabattement rpi de la droite coupe 
la circonférence en mt et /ii ; on relève ces points en (m, m') et(n, n') qui sont 
les points de contact cherchés. 
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366. Problème II. {Géométrie cotée) — Soit à mener par la droite 6(o)a(6) 

les plans tangents à la 
sphère définie par son 
centre o{k) et son rayon 
(/îflf. 161). 

Employons le deu- 
xième procédé indiqué 
(363). Prenons sur la 
droite 6(o)a(ii) le point 
a{h) qui a la même 
cote que le centre de 
manière que Taxe du 
cône circonscrit à la 
sphère parce point ait 
son axe a{k)o{h) hori- 
zontal et que son cercle 
de contact soit par su! te 
vertical. En menant 
les génératrices ad et ac de contour apparent du cône (35o), on obtient en c 
et d les projections de deux points de la courbe de contact, dont le plan a 
par suite pour trace horizontale la droite cd. La base du cône située dans ce 
plan a pour diamètre le segment c{li)d{li). 




cik) m^ 

échelle 



3 



Fig. 161 
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11 reste à mener les plans tangents au cône par la droite a{li)fj{o). Pour 
cela (aag), on prend d'abord le point d'intersection de la droite et du plan 
vertical (;d, point projeté en. e à Tintersection de ab et de cd et dontja cote 
est sensiblement (— o,4). 

Pour mener par le point e{ — o,4) les tangentes àla base du cône, on rabat 
le' plan vertipal cd sur le plan horizontal de cote A ; la base du cône se rabat 
suivant la circonférence de diamètre cd ; le point e se rabat en Ci à la distance 
eei de la charnière égale à 4,4 unités de l'échelle . De ei on mène les tan- 
gentes e\mu eitii au rabattement de la base; les points m\ etn, se relèvent en m 
et n de cotes respectives (4 -r »i'«i) e* (4 -f- nni), qui sont les points de con- 
tact cherchés. 

367. Remarques. — I. La solution pi'écédente estendéCaut si la droite est ho« 
rizontale, car il n'y a plus sur elle un point ayant la cote du centre. On utilise 
alors le cylindre circonscrit à la sphère parallèlement àla droite (364). 
Nous laissons au lecteur le soin de faire l'épure. 

11. Dans le cas où la droite donnée a un point commun avec la verticale 
ou la droite de bout passant par le centré de la sphère, on a intérêt à pren- 
dre le point commun pour sommet du cône circonscrit, car alors le cône a 
son axe perpendiculaire à un plan de projection et sa base se projette sur ce 
plan suivant un cercle (36o). 

368 . Application II. — Les plans tangents à une sphère qui font un angle 
donné avec un plan P sont tangents à Vun ou Vautre de deux cônes circonscrits à 

cette sphère. 

^ En efTet, soiti^n plan P tangent 

/ I au point A à une sphère de cen- 

/ I tre et qui fait avec un plan 

/ ^ [ donné H un angle donné a, 

/ A ip Abaissons du centre O sur le 

/ / I w plan H la perpendiculaire OB qui 

/ / j A rencontre le plan P au point S. 

/ ^^^"^"i^""^^ ^^ ^'^^ ^^^^ tourner la figure au- 

/^ /f---/| '^\c ^^^^ ^^ Voixe SO, la surface de 

/ J^^y I ^"Xx ** sphère tourne sur elle-même, 

/ /( / ^^.O |\ le plan P reste tangent à la 

/ / \ / I* ^\ I sphère pendant la rotSition, de 

Zl / aT j ^/^ 7 P^"* ** ^**^ ^^^ ^® P**" H un 
^^ /^ ^•^"-^4--''/ / *"^^® constant {4a), qui est 

j^ / ] / / l'angle a : et comme le point S 

I / r' / / situé sur Taxe reste immobile, le 

W gr^/ / ^ plan P est tangent au cône de 

■"■ sommet S circonscrit à la sphère 

Fig. 162 le long du cercle AC décrit par 

le point A dans la rotation. 
Pour déterminer le sommet S de ce cône ou son cercle de contact avec la 
sphère, on remarque que les deux droites OS et OA respectivement perpen- 
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diculaires aux plans H et P font un angle égal à Tun des angles de ces deux 
plans (I, 336), leur angle est donc Tangle a ou son supplément. Par suite 
si dans un plan quelconque Q passant par la droite OB on mène par le centre 
O la droite AOA' faisant avec OB l'angle a ^si on prend ses points d'intersec- 
tion A et A avec la sphère les tangentes en A et A' au grand cercle de la sphère 
situé dans le plan Q rencontrent la droite OB aux points S et S' sommets des 
deux cônes circonscrite à la sphère auxquels sont tangents les plans cherchés. 
On remarquera que les deux points S et S' sont symétriques par rapport 
au centre de la sphère . 

369. Conséquence, — Les plans tangents à une sphère, de pente donnée par 
rapport au plan horizontal sont tangents à l'un ou l'autre de deux cônes 
circonscrits à cette sphère dont les sommets sont sur la verticale du centre. 



870. Problème. — - Par un point (p, p') mener à une sphère définie par son 
centre {o,o') et ses contours apparents les plans tangents qui font avec le plan 

horizontal un angle donné cl 
{fig. i63). 

Pour déterminer les som- 
mets des cônes auquels les 
plans cherchés sont tangents, 
procédons comme il vient 
d'être dit (368) ; considérons 
le plan de front F qui con- 
tient la verticale {os, o's') du 
centre de la sphère ; il coupe 
la sphère suivant un grand 
cercle projeté verticalement 
en vraie grandeur suivant le 
contour apparent (C). On ob- 
tient un rayon de la sphère 
qui fait avec la verticale du 
centre l'angle donné a en 
menant dans le plan de front 
F la droite (oa^ o'a'\ dont la 
projection verticale o'a' fait 
avec la droite o's' l'angle a . 
Ce rayon rencontre la sphère 
au point (a, M) et la tangente 
au grand cercle de front de la sphère en ce point est projetée verticalement 
suivant la tangente aV au contour apparent en a', qui rencontre la verticale 
du centre au point (s, s'), sommet du cône circonscrit cherché. 

Le cercle de contact du cône circonscrit de sommet (s, s') eC de la sphère 
est le cercle horizontal de la sphère qui passe par le point (a, a') ; il est 
situé dans le plan horizontal H' et se projette horizontalement en vraie gran- 
deur suivant le cercle de centre o et de rayon oa. 
On est alors ramené à chercher les plans passant par le point (p, p') et 
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tangenls au cône qui vient d'être déûnl. Pour cela (aaô), on joint le sommet 
(s, s') du cône au point (p, p) et on clierche le point d'intersection [m, m') 
de la droite (sm, sW) ayec le plan horizontal H' de la base du cône. Puis par 
le point (m, m') ainsi obtenu, on mène les tangentes à la base du cône en 
traçant les tangentes mb ei me k la projection horizontale de cette baae qui 
passent par m; les points de contact 6 et c se rappellent verticalement en 
b' et c' dans le plan H'. Les génératrices de contact des plans tangents et du 
cône sont les droites («6, t'6') et («c, s'c'). 

On obtiendrait deux autres solutions avec le cône circonscrit à la sphère 
dont le sonunet («, »'^) est le point symétrique du sommet ($, s') par rapport 
au centre (o, o'). 



§ n- 

Cylindre circonscrit. 

371. On a déjà rappelé (ii5, 7<>) les propriélés géométriques du 
cylindre circonscrit à la sphère parallèlement à une direction. 

37^. Détermination des contours apparents. Théorème. — 

1° Si le cercle de contact d'un cyhindre circonscrit à une sphère rencon- 
ire en un point M le contour apparent de la sphère relatif à un plan P, 
ce point M appartient au contour apparent du cylindre relatif au même 
plan. 

a° Les projections sur le plan P des deux contours apparents et du 
Cercle de contact sont tangentes au point m, projection du point M. 

La démonstration est analogue à celle du théorème correspondant 
relatif au cône circonscrit (349) et nous ne la reprendrons pas. On en 
déduit aussi le théorème suivant : 

373. Théorème. — Les projections des contours apparents d*un 
cylindre circonscrit à une sphère s'obtiennent en menant aux contour» 
apparents de la sphère les tangentes parallèles à la projection de même 
nom de la direction des génératrices. 

374. Exemple I. — Soit une sphère définie par son centre (0, 0') 
et ses contours apparents (fig. i64). Le cylindre circonscrit à cette 
sphère parallèlement à la direction {ab, a'b') a pour contour apparent 
vertical les deux génératrices projetées verticalement suivant les tan- 

Chollbt bt Mineub, II 14 
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^génies c'ô! et e'f menées au contour apparent vertical parallèlement 

à la droite a'6' (378). 

De même, le contour apparent 
horizontal s'obtient en menant au 
cohtpur apparent horizontal de la 
sphère les tangentes gh et ki paral- 
lèles à la droite ah (373). 



375. Détermination du cercle 
de contact du cylindre et de la 
sphère. — Le plan P du cercle de 
contact du cylindre et de la sphère 
est le pian mené par le centre de la 
sphère perpendiculairement à la 
direction des génératrices du cylin- 
dre {ii5, 7°). On est donc ramené à 
construire une section plane de la 
sphère (i55). 
• Nous nous bornerons à cette indi- 




Fig. 164 



cation, sans effectuer la construclion sur l'épure. 

Remarque. — Dans le cas particulier où la direction donnée est 

verticale (ou de bout), le 
\^ ! cercle de contact du cy- 

lindre circonscrit et de la 
sphère est le contour ap- 
parent horizontal (ou ver- 
tical) de la sphère (260), 
dont les projections sont 
bien connues (lao). 



/« > s\h'\ 



ûV 
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376. Exemple II. {Géo- 
Y rnétrie cotée). — Soit à dé- 
terminer la projection da 
cercle de contact d'une 
sphère de centre o(5) et de 
rayon donné avec le cylin- 
'*^' '"" dre qui lui est circonscrit 
parallèlement à la direction a(i)6(5) (fig. i65). 

Le contour apparent du cylindre s'obtient en menant au contour 
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apparent de la sphère les tangentes dh et eh parallèles à la droite ab, 
projection de la direction des génératrices (873). 

377. Projection du cercle de contact, — Prenons un plan vertical de 
projection dont la trace horizontale icy est la parallèle menée par la 
projection o du centre de la sphère parallèlement à la projection ab 
des génératrices et en même temps prenons comme nouveau plan 
horizontal de projection le plan horizontal H' de cote 5 qui passe 
par le centre o(5) de la sphère. 

Le centre de la sphère se trouve ainsi sur la nouvelle ligne de terre 
^(5)y(5), ses projections sont confondues en t) ; par suite le con- 
tour apparent vertical de la sphère dans ce système de projections 
est confondu avec le contour apparent horizontal. 

La direction des génératrices a(i)6(5) a pour projection verticale 
la droite a'b' .; le point 6(5) situé dans le plan horizontal H' se pro- 
jette en b' sur la ligne de terre x{b)y{b) et le point a est projeté en 
a' à une distance aa' de xy égale à sa cote relative au plan H', soit 
quatre unités de Técbelle. 

Le plan du cercle de contact est le plan mené par le centre 
perpendiculairement à la droite {ab, aîb') ; ses traces oP et oQ sont 
respectivement perpendiculaires aux droites ab et a'b'. 

Le cercle de contact est projeté Verticalement suivant le segment 
fg' de la trace verticale oQ qui est compris à Tintérieur du contour 
apparent vertical de la sphère (i54)-i 

En rappelant f et g' en/et gi sur la ligne de terre aoy^ on obtient 
les sommets / et p du petit axe de l'ellipse. 

Le grand axe de l'ellipse est le segment 6(5)d(5) qui est le diamètre 
horizontal du cercle de contact. 

On peut alors tracer l'ellipse définie par ses axes. La ponctuation a 
été faite en supposant transparente la surface du cylindre et celle de 
la sphère opaque. 

Remarque. — On aurait pu déterminer un point quelconque du 
cercle de contact et la tangente en ce point par la construction 
déjà indiquée (i54, 4*^). 



212 CÔNES ET CYLINDRES CIRCONSCRITS A LA SPHÈRE 

EXERCICES 

1 . Mener à une sphère donnée les plans tangents de pente donnée ' 
passant par un point donné. (Géométrie cotée,) 

2. Mener à une sphère les plans tangents parallèles à une direction 
donnée et faisant avec le plan vertical un angle donné. 

3 . On donne deux points A et B et une sphère ; mener par le 
point B les plans tangents au cône de sommet A circonscrit à la 
sphère. 

(Saint-Cyr.) 

4. On donne une sphère et deux plans qui la coupent. Construire 
les plans tangents communs aux deux cônes circonscrits à la sphère 
e1 qi^i ont pour cercles de contact avec elle les sections de la sphère 
par les deux plans donnés. 

(Saint-Cyr.) 

5 . ^ener à une sphère un plan tangent par un point 'de façon que 
le point de contact de ce plan et de la sphère se trouve dans un plan 
donné. Considérer les cas : 

I® où ce plan est vertical ou de bout ; 

2® où ce plan passe par le centre de la sphère. 

6. {Géométrie cotée,) On donne une sphère, un point, une 
droite. Mener par le point une droite tangente à la sphère et rencon- 
trant la droite donnée. 

7 . Mener par un point donné une droite rencontrant une droite 
donnée et située à une distance donnée d'un point donné. 

{Saint-Cyr,) 

8. On donne une sphère O et deux droites Di et Da du plan 
horizontal. Trouver un point S tel que le cône circonscrit par S à 
la sphère O ait pour trace sur le plan horizontal une parabole tan- 
gente aux droites Di et D2. 

9 . On donne un cercle du plan horizontal, construire une sphère 
passant par ce cercle et telle que le cône circonscrit à cette sphère le 
long du cercle : 1° soit tangent à une droite donnée D ; 20 ou bien 
contienne un point donné M. 

{Saint'Cyr.) 

10 Mener à deux sphères les plans tangents communs faisant un 
angle donné avec le plan horizontal. 

il. Mener à deux sphères données les tangentes communes paral- 
lèles à une direction donnée. 

[Saint'Cyr.) 

12 . Mener à une sphère des plans tangents faisant avec les plans de 
projection des angles donnés. (On peut résoudre de cette façon le 
problème déjà traité au n» 92.) 
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Ombre au flambeau. 

378. Considérons une sphère O dont la surface est supposée 
opaque et un point lumineux S {fig. i66). Les rayons lumineux issus 
de S qui rencontrent la sphère en deux points distincts A et B sont 
situés à l'intérieur du cône (G) de sommet S circonscrit à la sphère. 
Le point A est le plus rapproché de la source S, il est par suite 
éclairé ; le point B qui est du côté opposé "à la source est dans 
l'ombre propre de la sphère (I, 3 20). Les deux points d'intersection 
d'un rayon lumineux et de la sphère se confondent dans le cas où le 
rayon est une génératrice du cône (G), par suite le contour de Vombre 
propre dune sphère éclairée par un point lumineux S est le cercle de 
contact de la sphère et du cône circonscrit de sommet S. Ce cône 
s'appelle le cône d* ombre de la sphère relatif au point S. La calotte 
sphérique DEF est éclairée, la calotte DEG est dans l'ombre propre. 

379. Dans les mômes conditions, l'ombre portée par la sphère sur 
an plan P est la région de ce plan située à l'intérieur de la nappe du 
cône d'ombre qui s'étend au delà du cercle DE du côté opposé au 
sommet S. Le contour C de cette ombre portée est, par suite, en tota- 
lité ou en partie la section du cône d'ombre par le plan P. 

380. La détermination des contours de l'ombre propre d'une 
sphère et de l'ombre portée par elle sur un plan revient donc à des 
problèmes déjà traités (355 et 278). 
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381. Exemple I. — Soit un point lumineux s(i5,5) et une sphère 
de centre o(4, 5) et de rayon donné {fig. 167). Déterminer Vombre 
propre de la sphère et Vombre portée par elle sur le plan horizontal de 
projection. 




Fig. 166 

1° Le contour apparent du cône d'ombre s'obtient {35o) en menant 
par la projection s de la source lumineuse les tangentes sa et sb au 
contour apparent de la sphère. 

2* Ombre propre. — Le contour de l'ombre propre est le cercle de 
contact de la sphère et du cône qui lui est circonscrit par le point 
s(i5.5). 

Pour déterminer ce cercle (355), faisons une projection sur le plan 
vertical de trace «0, auquel le plan du cercle est perpendiculaire. Le 
point s se projette verticalement en s', sur la perpendiculaire menée 
à la droite so parle point s et aune distance de s égale à i5,5 unités 
de l'échelle. On construit de même en 0' la projection verticale du 
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centre o;4, 5) de la sphère et en traçant le cercle de centre o' et de 

S' H' 
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même rayon que la sphère, on obtient le contour apparent vertical 
de la sphère. 
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Les tangentes s'c\ s'd' menées à ce cercle par le point s' forment 
le contour apparent vertical du cône circonscrit. 

Le plan du cercle de contact est de bout dans le système de pro- 
jections considéré et sa trace verticale est la droite c'd'. On en déduit 
par une construction connue (i54) les axes de la projection horizon- 
tale du cercle. Les points projetés verticalement en c' et 'd' sur le 
contour apparent vertical de la sphère se rappellent en e et d sur le 
segment ef projection horizontale de ce contour apparent ; c et d 
sont les sommets du petit axe de l'ellipse projection du cercle de 
contact. 

Le centre de cette ellipse est le point w milieu du segment cd. Le 
grand axe est par suite la perpendiculaire menée à la droite ef par 
le point o) ; on obtient ses deux sommeils gf et /i en portant sur lui 
à partir de w les longueurs lo^ et w/i toutes deux égales au rayon 
du cercle, qu'on a en vraie grandeur sur la projection verticale en 
prenant la moitié du segment c'd. 

Il est alors facile de tracer l'ellipse en tenant compte de ce qu'elle 
passe aux points a et & et qu'elle y est tangente aux contours appa- 
rents de la sphère et du cône (ii8 et 349). 

382. 3® Ombre portée sur le plan horizontal. — Le contour de cette 
ombre est la section par le plan horizontal du cône circonscrit à la 
sphère par le point s(i5,5) (379). 

Les axes et les foyers de la section plane d'un cône de révolution 
sont déQnis par le théorème de Dandelin (Grévy, Compléments de 
Géométrie, 679). 

383. Axe focal. — L'axe focal est la projection de l'axe du cône sur 
le plan sécant. Cet axe est par suite dirigé suivant la droite so et les 
sommets sont les traces horizontales i et j des deux génératrices du 
cône (sd, Vd'), {se, s'a') situées dans le plan vertical qui a os pour 
trace horizontale. 

38i. Foyers. — Les foyers de la section sont les points de contact 
du plan sécant avec les sphères inscrites dans le cône et tangentes à 
ce plan. Ces sphères sont homothétiques de la sphère donnée (0, 0') 
par rapport au centre d'homothétie (s, s') et les plans homologues 
du plan horizontal dans ces homothéties sont les plans horizontaux 
tangents à la sphère (0, 0') ; leurs points de contact, qui sont les points 
homologues des deux foyers, ont pour projection verticale k' ou V 
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•et leurs projections horizontales coïncident avec le point o. 
En joignant ces points au centre d'homothétie (s, s'y, on obtient 
deux droites projetées horizontalement suivant st>, verticalement 
suivant s'k' et s'I' et dont les traces horizontales m et n sont les 
foyers cherchés ; en effet le point m par exemple est Thomothétique 
<du point (/c, k') dans Tune des homothéties considérées. 

385. Petit axe. — On mène alors le petit axe de la section perpen- 
diculaire à ij en son milieu p ; on décrit de m comme centre une 
circonférence de rayon égal à pi, demi-grand axe de Tellipse ; elle 
coupe le petit axe aux deux points q et r, qui sont les sommets du 
petit axe de la section, d*après une propriété bien connue (Grévy, 
€omplémenU de Géométrie, 628). 

386. Points sur le contour apparefit horizontal du cône, — Ce contour 
apparent se compose des deux génératrices projetées horizontalement 
suivant les droites sa et sh. Les deux points projetés en a et & sont 
sur le contour apparent horizontal de la sphère ; comme la droite ah 
est perpendiculaire à la ligne de terre xy, leurs projections verti- 
cales sont confondues en a' et h' sur e'f\ projection verticale du con- 
tour apparent horizontal de la sphère. Les deux génératrices de con- 
tour apparent horizontal du cône sont donc (sa, s'a') et (sh, s'b') 
dont on obtient facilement les traces horizontales aux points (u, u') 
et (u, v'); ce sont les deux points cherchés. 

Les tangentes à la trace horizontale du cône aux points u et u sont 
respectivement les. droites «u et su (118). 

Il est alors facile de tracer le contour de l'ombre irvjuq 

387. Point quelconque et tangente en ce point, — On obtient un 
point quelconque de la section en cherchant la trace horizontale d'une 
génératrice du cône d'ombre ; la tangente en ce point au contour de 
l'ombre est la trace horizontale du plan tangent au cône, qui est d'ail- 
leurs aussi tangent à la sphère. 

Nous nous bornerons à cette indication sans effectuer la construc- 
tion correspondante sur Tépure. 

388. Ponctuation. — L'épure a été ponctuée en supposant la sphère 
opaque. L'ombre propre a été couverte dans sa partie vue de hachures 
parallèles à la droite so et l'ombre portée de hachures obliques 
à cette droite. 
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389. Remarque. — Pour déterminer les foyers m et n de Tombre 
propre, on peut se servir d'une propriété qui apparaît dans la dé- 
monstration du ttiéorèmedeDandelin(Grévy, Compléments de Géomé- 
trie, 680) : Si d'une extrémité J de l'axe focal, on abaisse la perpen- 
diculaire jw sur l'axe s'o' du cône et si w est le point où cette droite 
coupe la génératrice s'i^ la longueur iw est égale à la distance des 
deux foyers de la section. Par suite, en portant sur la droite so, de 
part et d'autre du point p, centré de la section, une longueur égale 
à la moitié de la longueur iw, on obtient les deux foyers en m et n. 

390. Nature de l'ombre portée, — La section plane d'un cône de révo- 
lution est une ellipse, une hy perbole ou une parabole suivant que le plan 
parallèle au plan sécant, mené par le sommet, ne coupe pas le cône, 
le coupe ou lui est tangent (Grévy, Compléments de Géométrie, 679}. 

Dans le problème précédent (38 1), l'ombre portée sur le plan hori- 
zontal est une ellipse ; car le plan horizontal H' du sommet (s, s') ne 
coupe pas le cône, sa trace verticale H' élant à l'extérieur du contour 
apparent vertical du cône {Jig. 167). 

Dans le cas où le point lumineux [s, s') est sur la verticale du 
centre de la sphère {fig, i58), la section du cône d'ombre par le plan 
horizontal est un cercle de centre et de rayon 0' facile à déter- 
miner. 

391 . îlxemple II. — On donne une sphère (0, 0') tangente au plein 
horizontal. Trouver V ombre portée par cette sphère sur le plan hori- 
zontal lorsqu'elle est éclairée par l,e point lumineux (s, s') de cote infé- 
rieure à son diamètre et situé dans le plan de front du centre (fig. 168). 

Contours apparents. — Les projections des contours apparents du 
cône circonscrit à la sphère par le point (s, s') s'obtiennent en 
menant par chaque projection du point les tangentes à la projec- 
tion de même nom du contour apparent de même nom de la 
sphère (35o). On construit ainsi les génératrices projetées horizonta- 
lement en sa et s 6 et celles projetées verticalement en sV et s'd'. 

392. Ombre propre, — Le cercle de contact du cône et de la sphère, 
qui Limite l'ombre propre sur la sphère, est dans un plan P perpen- 
diculaire à la droite (so, s'o') ; comme cette droite est de front, le plan 
P est de bout et comme il contient les points projetés verticalement 
en c' et d', il a pour trace verticale la droite c'd' (I, i3o, 4**). 

Le cercle de contact a donc pour projection verticale le segment 
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recliligne c'd' ; sa projection horizonlale se détermine par la cons- 
truction déjà vue (355). En rappelant horizontalement les points c' et 




Fig. 168 

d' en c et d sur la projection horizontale ef du contour apparent 
vertical de la sphère, on obtient les sommets du petit axe de l'ellipse 
projection. Le miJieu to du segment cd est le centre de Tellipsedont 
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le grand axe est la perpendiculaire à cd menée par ce point o) et dont 
la longueur gh est celle du diamètre du cercle qu'on trouve en c'd' 
sur la projection verticale. 

Les points de l'ellipse situés sur le contour apparent horizontal sont 
les points de contact a et 6 des contours apparents horizontaux du 
cône et de la sphère (349). 

393, Ompre portée. — Directions infinies. — Le plan horizontal H' 
mené par le point (s, s'j détermine sur la sphère le parallèle projeté 
'Verticalement suivant le segment rectiligne k't' et horizontalement 
«n vraie grandeur suivant le cercle de centre o et de rayon ok. Les 
tangentes sm et sn nienées à ce cercle par le point s sont les pro- 
jections horizontales des tangentes horizontales menées à la sphère 
par le point (s, s') ou encore des génératrices horizontales (sm, s'm') 
et (sn, s'n') du cône circonscrit à la sphère par le point {s, s'). Par 
suite la section du cône par le plan horizontal de projection, qui est 
le contour de Tombre portée est .une hyperbole dont les directions 
infinies sont les droites (sm, s'm'} et {sn, sn') (3 19). 

394. Asymptotes. — On détermine les asymptotes de l'hyperbole 
par le procédé déjà indiqué (819) à propos de la construction de la 
section plane du cône. L'asymptote est l'intersection du plan sécant 
et du plan tangent au cône le long de la génératrice parallèle au 
plan sécant. Prenons, par exemple, la génératrice (sm, s'm'). Le plan 
tangent au cône au point (m, m') est aussi tangent à la sphère, car 
le point (m, m') est un point du cercle de contact du cône et de la 
sphère. Ce plan est donc défini par la tangente (ms, m'sf) au parallèle 
horizontal de la sphère qui passe par ce point et par la tangente en 
(m, m') au grand cercle de la sphère situé dans le plan vertical de 
trace horizontale om. Pour déterminer cette deuxième tangente, on 
fait subir à ce grand cercle une rotation autour de la verticale du 
centre (0, 0') de la sphère, de manière à l'amener dans le plan de 
front du centre ; celte rotation amène le point (m, m') au point {l, l') 
où l'on mène la tangente Vf au méridien de front de la sphère ; 
cette tangente (It, Vf) est ramenée par la rotation inverse de la pré- 
cédente en (mu, m'u'). On en déduit la trace horizontale du plan 
tangent au point (m, m') en menant par le point u, trace horizon- 
tale d'une droite du plan la parallèle uv à la direction sm de la 
projection des horizontales du plan. La droite u» est une asymptote 
-de l'hyperbole. 
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La deuxième asymptote est la droite wr symétrique de la première 
uv par rapport à Taxe focal «o. 

395 Sommets et foyers. — L*axe focal de l'hyperbole est la pro- 
jection so de Taxe du cône sur le plan horizontal. Un foyer de 
Thyperbole est le point a confondu avec le point o, car la sphère (o, o'| 
est inscrite dans le cône et tangente au plan horizontal au point (a, ol')^ 

Un sommet de l'hyperbole est le point p trace horizontale de 
la génératrice («p, s'p') du cône située dans le plan de front de trace 
horizontale so. 

Les points de l'hyperbole situés sur le contour apparent horizontal 
s'obtiennent en cherchant les traces horizontales (g, q') et (s, z'} des 
génératrices (si, s'i') et {sj, s'f) de contour apparent horizontal du 
cône. 

L'ombre portée ne comprend que la branche d'hyperbole située 
sur la nappe du cône qui contient la sphère. C'est cette branche dont 
on a tracé un arc en qpz. On a ponctué l'épure en supposant la 
sphère et le plan horizontal opaques et le plan vertical transparent. 

396. Problème. — On donne une sphère et un plan P, opaques 
tous deux. Trouver le lieu des points lumineux S qui font porter à la 

sphère sur lé 

r y plan P une ombre 

/ / limitée par une 

/ S / parabole (fia. 

L v-l-/. — y \ / Pour que la' 

\i •' / «A I „ section par le 

/ \~X ' / 7 P^®'^ ^ ^^ cône 

/ \. y / circonscrit à la 

/ / \^"^^.^_^_,J^^^^^ Z3I^7^^^7 sphère par le 

/ / \ .•^^^^^^^^^^^^^^^z point S soit une 

/ / ^^^^^^^^^^^^^^ parabole, il faut 

/ ^^^^^^^^^^^^ ^ . et il suffît que le 

/ ' plan P' mené 

parallèlement au- 

Fig. 169 1 n 1 

plan P par le 
point S spit tangent au cône (Sgo) ou, ce qui revient au même, soit 
tangent à la sphère. Le lieu du point S est donc formé par les plans 
P' et P'' tangents à la sphère et parallèles au plan P. 
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Pour qu'il y ait ombre portée, il faut que la sphère se trouve entre 
le plan P et le plan parallèle mené par S. Par suite il peut arriver 
qu'un des deux plans P' ou P'' ne réponde pas à la question, c'est le 
cas du plan P" pour la disposition de. la figure 169 où le plan P est 
supposé situé au-dessous de la sphère . 



§11. 

Ombre au soleil. 



397. Considérons une sphère dont la surface, supposée opaque, 
est éclairée par des rayons lumineux parallèles à la direction A 




Fig. 170 

{fig. 170). Les rayons lumineux tels que AB qui rencontrent la 
sphère en deux points distincts A et B sont situés à ^intérieur du 
cylindre (G) circonscrit à la sphère parallèlement à la direction A. 
Le point A, qui est du côté de la source lumineuse, est éclairé et le 
point B, qui est du côté opposé à la source, est dans l'ombre propre de 
la sphère (I, 3ao). 
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398. Les deux points d'intersection d'un rayon lumineux et de la 
sphère se confondent dans le cas où ce rayon est une génératrice du 
cylindre (C) ; par suite, le contour de l'ombre propre d'une sphère éclai- 
rée par des rayons lumineux parallèles est le grand cercle de contact 
de la sphère et du cylindre circonscrit parallèlement à la direction 
des rayons lumineux. Ce cylindre s'appelle le cylindre d'ombre de la 
sphère relatif à la direction A. L'hémisphère DEF est éclairé, l'hémi- 
sphère DGE est dans l'ombre propre. 

399. Dans les mêmes conditions, Vombre portée par la sphère sur 
un plan P est la région de ce plan située à l'intérieur du eylindre 
d'ombre et située par rapport à la sphère du côté opposé à la source . 
Le contour G' de l'ombre portée est par suite la section du eylindre 
d ombre par le plan P. 

La détermination des contours de ces deux ombres sur la sphère et 
sur le plan P revient donc à des problèmes déjà traités (376 et SSg). 

400. Dans le cas où la direction des rayons lumineux est perpendi- 
culaire au plan P (fig, 60). le contour de l'ombre propre est le con- 
tour appdrent de la sphère par rapport au plan P ( 1 16) et le contour 
de l'ombre portée est la projection de contour apparent sur le plan P. 

401. Exemple I. — Soit une sphère de centre 0(6) et de rayon 
donné éclairée par des rayons lumineux parallèles à la droite a(6)6(o) 
(fig. 171). Déterminer l'ombre propre de la sphère et l*ombre portée 
par elle sur le plan horizontal de projection. 

!• Le contour apparent du cylindre d'ombre s'obtient (873) en menant 
au contour apparent de la sphère les tangentes cd et ef parallèles à la 
direction ab de la projection des rayons lumineux. 

Les points projetés en c et c sur le contour apparent de la sphère 
ont même cote que le centre de la sphère, c'est-à-dire six unités. Les 
traces horizontales de ces génératrices s'obtiennent en d{o) etJ\o), en 
prenant sur leurs projections les longueurs cd et e/, égales à la dis- 
tance ab et de même sens qu'elle. 

402. Ombre propre. — Le contour de l'ombre propre est le grand 
cercle de contact de la sphère et du cylindre circonscrit parallèlement 
à la droite a{6)b{o) (398). Le plan de ce cercle est perpendiculaire à 
la direction a(6)5(o) ; pour déterminer sa projection, faisons une 
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projection sur un plan vertical de trace xy parallèle à la droite û5i; 
le plan du cercle de contact est de bout par rapport à ce plan verti- 
cal. Le centre de la sphère se projette verticalement en o\ sur la per- 
pendiculaire menée à la droite xy par le point o et à une distance 




a(6) 



3(0) 
Échelle 



12 3 4 5 6 
Fig. 17-1 



6)o' de xy égale à six unités de l'échelle. En traçant la circonférence 
de centre o' et de même rayon que la sphère, on obtient le contour 
apparent vertical de la sphère. 

On obtient de même en dà! la projection verticale de la généra- 
trice f (6)rf(o) ; le point d est confondu avec le point o' et le point ôl 
est sur la ligne de terre xy. Les tangentes g'W , k'\! menées au con- 
tour apparent vertical delà sphère parallèlement à la droite c'a! for- 
ment le contour apparent verlical du cylindre circonscrit. 

Le plan du grand cercle de contact de ce cylindre et de la sphère 
est de bout dans le système de projections considéré et sa trace verti- 
cale est la droite q'k\ On en déduit par une construction déjà vue 



OMBRE AU SOLEIL 225 

(i54) les axes de la projection horizontale du cercle. Les points pro- 
jetés verticalement en v[ et k' sur le contour apparent vertical de la 
sphère se rappeUent en gf et /c sur le segment mn, projection horizon- 
tale de ce contour apparent ; ^ et /c sont les sommets du petit axe de 
Fellipse projection du grand cercle de contact. Le centre de cette -ellipse 
est le point o, car le cercle de contact a pour centre le point (o, o')i 
Le grand axe de Tellipse est la projection (?e du diamètre horizontal 
c(6)e(6) du cercle./ 

On peut alors tracer l'ellipse définie par ses deux axes. 

P 403. S'» Ombre portée sur le plan horizontal. — Le contour de cette 
ombre est la section par le plan horizontal du cylindre circonscrit à 
la sphère parallèlement à la direction a(6)6{o) (899). 

Les axes et les foyers de la section plane d'un cylindre de révolu- 
tion sont définisfpar le théorème de Dandelin (Grévy, Compléments de 
Géométrie, 677). 

404. Axe focal. — L'axe focal est la projection de l'axe du cylin- 
dre sur le plan sécant. Cet axe est par suite dirigé suivant la droite 
o/, projection horizontale de l'axe {ol, o'i') du cylindre, et ses sommets 
sont les traces horizontales h et i des deux génératrices du cylindre 
(fif/i, g'h') et [ki, k'i') situées dans le plan vertical qui a pour trace 
horizontale ol. 

408. Petit aœe. — Le centre de la section est le point /, trace 
horizontale de Taxe {ol, o'I') du cylindre, et le petit axe qui, d'après le 
théorème de Dandelin, est égal au diamètre du cylindre est le seg- 
ment df. 

On peut alors tracer l'ellipse définie par ses deux axes gh et df. 

406. Point quelconque et tangente en ce point. — On obtient un 
point quelconque de Fombre portée en cherchant la trace hori* 
zontale d'une génératrice du cylindre d'ombre ; la tangente en ce 
point au contour de l'ombre est la trace horizontale du plan tangent 
au cylindre, plan qui est d'ailleurs aussi tangent à la sphère. 

Nous nous bornerons à cette indication sans effectuer la construc- 
tion correspondante sur l'épure. 

407. Ponctuation. — L'épure a été ponctuée en supposant la 

GHOLLhT £T MlNBUB, H 15 
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sphère opaque. L'ombre propre a été couverte dans sa partie vue de 
hachures parallèles à la droite ab et l'ombre portée de hachures 
obliques à cette droite. 

408. Si Ton cherche Vombre portée sur deux plans concourcuiis P 
^t Q. il faut tenir compte des remarques générales déjà faites (I, 3i3 

et suivants). 
\ V Par exemple, dans 

le cas où les rayons 
lumineux sont pa- 
rallèles à la direc- 
tion A (fig. 172), si 
Tombre portée par 
la sphère O sur le 
plan P est une el- 
lipse ABCD qui 
coupe en A et B 
l'intersection ary des 
deux plans, seul le 
segment d*ellipse 
AGE constituera 
Tombre portée sur 
?♦ Sur Q, on trou- 
vera une ombre por- 
tée limitée par Tare 
d'ellipse AEB, sec- 
tion du cylindre 
d'ombre jmr le 

Fig. 172 Pl*^ Q- 

409. On a donc 
d'abord à déterminer les sections du cylindre d'ombre par les deux 
plans P et Q. Puis on construit les points A et B où le contour de 
l'ombre portée passe d'un plan sur l'autre en cherchant les points 
communs au cylindre et à la droite d'intersection œy des plans P et Q. 
Nous nous bornerons à ces indications. 
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1. Trouver l'ombre portée par une droite sur une sphère. 

2. Trouver Tombre portée par une sphère sur une droite. 

3. Trouver l'ombre portée sur le plan horizontal par un hémi- 
sphère limité par le plan horizontal du centre de la sphère. 

A. On donne une sphère située au-dessus du plan horizontal. Dé- 
terminer un point lumineux {s, s') pour que l'ombre portée par la 
sphère sur le plan horizontal soit une parabole tangente à deux 
droites données du plan horizontal. 

5. On donne un cylindre droit à base circulaire dont une base est 
dans le plan horizontal ; ce cylindre est surmonté d'un hémisphère 
qui a pour grand cercle de base la base supérieure du cylindre. 
Construire : lo Tombre propre du solide formé par le cylindre et 
rhémisphère ; a<* l'ombre portée sur le plan horizontal. 

6. Ombre au flambeau sur le plan vertical d'une calotte sphérique 
limitée par un cercle horizontal. Le point lumineux est au centre 
de la sphère. 
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SURFACES TOPOGRAPHIQUES 



§1. 



Beprésentation d'une sorfaoe par des courbes de niveau. 

410. On appelle surface topographique toute surface, telle que celle 
d*un terrain, qui n'est pas susceptible d'une définition géométrique. 
Pour représenter ces surfaces sur une épure, on emploie les méthodes 
de la géométrie cotée; mais, quel que soit le nombre de points de la 
surface définis sur l'épure par leurs projections cotées, il est bien évi- 
dent que celle-ci ne peut jamais représenter complètement et exacte- 
ment le terrain. Aussi ne cherche-t-on qu'une représentation appro- 
chée de ces surfaces par le procédé suivant, dit des courbes de niveau. 

4 il. Courbes de niveau. — Considérons des plans horizontaux 

équidistants, dont les 
cotes forment par suite 
une progression arith- 
métique. Les sections 
de la surface par ces 
plans sont dites courbes 
horizontales ou de ni' 
veau de cette surface, car 
les points d'une même 
courbe ont la même 
cote, c'est-à-dire sont au 
p. ^,,3 même niveau. Ce sont 

les projections de ces 
courbes que Ton trace sur l'épure ; elles représentent et définissent la 
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surface avec d'autant plus d'exactitude que les cotes de leurs plans 
sont plus rapprochées ; près de chacune de ces courbes, on écrit la 
cote commune à tous ses points {fig, 178) ; mais on peut se borner à 
n*en inscrire que quelques-unes dont la connaissance suffit à déter- 
miner facilement les autres, si l'on tient compte que leur suite 
formé une progression arithmétique. 

412. Équidistance réelle, équidistance graphique. — La dis- 
tance verticale entre les plans horizontaux de deux courbes de niveau 
consécutives s'appelle Véqaidisiance réelle. 

En général, l'équidistance réelle croît quand l'échelle numérique 
(I, i4) diminue, de- manière à éviter de tracer sur l'épure des courbes 
de niveau trop rapprochées et de compliquer la représentation de la 
surface. 

On appelle équidistance graphique Téquidistance réelle réduite à 
l'échelle du dessin. 

Si l'échelle numérique est la fraction —, l'équidistance réelle 

E 
étant E, l'équidistance graphique est c = — . 

Ainsi, dans la carte de l'État-Major français qui est construite à 

l'échelle de -s——» l'équidistance réelle est 20 mètres et l'équidis- 

ao 



80000 
tance graphique est par suite 



= -7- de millimètre. 
80000 4 



413. Courbes maîtresses, courbes Intercalaires. — Dans le but 

de rendre la carte plus 
facile à lire, on trace 
souvent d'une façon 
particulière certaines 
courbes régulièrement 
espacées. Tantôt, com- 
me dans la cartogra- 
phie suisse, on les dis- 
tingue par un trait 
pointillé dont l'effet à 
quelque distance doit 
être le même que celui 
du trait plein des autres courbes ; tantôt on renforce ce trait. Ces 
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courbes, qui dans l*un et Tautre cas sont dites courbes maîtresses, pren- 
nent souvent dans le second le nom de courbes grosses. Ainsi, dans 
la figure 174, les courbes de niveau de cotes ^o et 60 sont des courbes 
maîtresses. 

Il peut arriver que dans des terrains peu accidentés les formes ne 
soient pas suffisamment définies par les courbes tracées à Téquidis- 
. tance adoptée ; pour définir avec plus de précision la partie de la 
surface comprise entre deux courbes de niveau consécutives, on inter- 
cale entre elles des courbes de niveau auxiliaires que Ton nomme 
courbes intercalaires. On les trace généralement en pointillé. Leur 

équidistance est un sous-multiple simple (-» y» -^) de Téquidis- 
tance réelle. 



in. 

Problènces relatifs aux courbes de niveau. 

414. Problème I. — Soit à déterminer la cote d'un point d'une sur- 
face topographique S définie par des courbes de niveau, connaissant la 

projection horizontale m de ce 
point ifig. 175). 

Supposons le point m placé 
entre les courbes de niveau 
consécutives ab et cd de cotes 
120°^ et i3o™. 

Gomme la partie de la sur- 
face comprise entre les deux 
courbes de niveau n*est pas 
exactement définie sur l'épure, on ne peut obtenir pour le point 
^ projeté en m qu'une cote approchée. 

Pour cela, on trace par le point m un segment de droite ef à peu 
près normal aux deux courbes de niveau, c'est-à-dire à peu près per- 
pendiculaire aux tangentes ereijt à ces deux courbes aux points e 
et /; on .♦ appose alors que la courbe de la surface projetée suivant le 
segment em/ est la droite e (i3o)/(i2o) et 00 détermine la cote 
du point de cette droite projeté en m, par l'un des procédés indi- 
qués dans l'étude de la ligne droite. 
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Par exemple, en appliquant la méthode numérique (I, i8, 2^), on 
trouve pour la distance du point considéré au plan horizontal de cote 

I ao l'expression 10'" X —4-» qu'on calcule après avoir mesuré sur Té- 

pure les longueurs me et m/. On peut aussi évaluer à vue d*œil le rap- 

port — ^ ; s'il parait sensiblement égal à -r-. la cote de m estapproxi- 
ej 

mativement égale (I, i8, Rem. I) à lao"^ -h 10™ X -r = 126"^. 

415. Remarque I. — L'introduction dans la solution précédente 
du segment rectiligne c(i3o)/(i2o), sur lequel la variation de la cote 
du point projeté en m est proportionnelle à la distance me, est un 
moyen d'approximation en tout point analogue au calcul des parties 
proportionnelles dans la recherche du logarithme d'un nombre 
compris entre deux nombres consécutifs de la table. 

416. Remarque IL — L'erreur commise dans cette -détermination 
approchée de la cote dépend de la forme de la surface entre les deux 
courbes de niveau considérées. Elle est d'autant plus faible que la 
surface est mieux représentée, c'est-à-dire que les plans des courbes 
de niveau sont plus rapprochés. 

417. Problème II. — Section dane surjace topographique par 
un plan. 

Soit à trouver la courbe d'intersection d'une surface topographique 
définie par des courbes de niveau avec un plan P défini par son 

échelle de pente (fig. 176). 

W/ On cherche les points com- 

l />. muns aux courbes de niveau qui 

\/ -^--..^ définissent la surface et aux ho- 

y 7\^^^ 25 rizontales du plan P qui ont la 

_\j^ """"^ même cote ; on obtient ainsi les 

7X,,^____iO___^^ points a(i5), 6(20), c(25), d(3o) 

\7^ qui définissent approximative- 

/^ — ' ment la section, dont on obtient 

^,j i^g la projection approchée abcd en 

joignant d'un trait continu les 
projections de ces points. 
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418. Cas particulier. — Le plan sécant est verticaL 

On définit alors ce plan par sa trace horizontale xy (fig. 177). 
La section est déterminée par les points de rencontre a(65), 6(70), 
<c(75), d(75), 6(70), . . . des courbes de niveau et du plan vertical. 




Echelle 



Fig. i77 

Pour se rendre compte de la forme de cette courbe, il est commode 
de rabattre le plan vertical xy sur un plan horizontal, celui de 
<x)te. 65 par exemple. Les points qui définissent la section se ra- 
battent en a\ b\ c\ d\ e\ ... sur les perpendiculaires menées à 
xcy par leur projection et à une distance de xy égale à 5 ou 10 unités 
de réchelle suivant qu'ils sont à la cote 70 ou 76 (I, i84}. (On sup- 
pose que les cotes sont mesurées avec la même unité que les lon- 
gueurs projetées sur Fépure.) En joignant ces rabattements par un 
trait continu, on obtient le rabattement approximatif de la section, 
qu'on appelle quelquefois profil de la surface ou du terrain dans la 
direction œy, 

419. Conséquence. — Ce rabattement montre que si la surface est 
opaque (c'est le cas d'un terrain), un observateur placé au point 
^(70) ne peut voir le point /c(75), car la droite b'W qui joint les 
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rabattements de ces deux points rencontre le profil de la surface au 
point p' situé entre b' ei k! \ du point /c(75) on voit le point de la 
surface rabattu en p' et le point 6(70) est caché par l'élévation du 
terrain rabattue en e'd'c'b', 

420. Problème III. — Intersection d'une droite et d'une surjace 
iopographique. 

Pour obtenir les points où une droite p(i5)g(3o) donnée par sa pro- 
jection cotée rencontre une surface topographique définie par ses 
courbes de niveau (fig, 178), on fait passer par la droite un plan 

auxiliaire. On détermine 
ce plan en se donnant 
arbitrairement la direction 
qa de ses horizontales ; on 
cherche la courbe d'in- 
tersection a(3o)6(a5)c(2o) 
d(i5) de ce plan et de la 
surface (417); le point m 
où la droite pq rencontre 
la courbe abcd est la pro- 
jection approximative d*un 
des points cherchés.' On 
détermine la cote de ce 
point, sensiblement 22,4, en tenant compte de ce qu'il est sur la 
droite p(i5)ç(3o). 

421. Problème IV. — Pente d'une ligne tracée sur une surface 

topographique. 

Soit amb la projection d'une ligne 
qui est sur la surface topographique 
à laquelle appartiennent les deux 
courbes de niveau Ci et C2 de cotes 
20 et 3o (flg. 179). Si l'arc amb ne 
s'écarte pas sensiblement de la corde 
ab, on appelle pente moyenne de cette 
ligne entre les deux points a(2o) et 
6(3o) la pente de la droite définie par 
les deux points a(2o) et 6(3o). Si on mesure la distance ab à l'échelle 
du dessin et si on suppose les cotes mesurées avec la même unité que 




Fig. 178 
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les longueurs de Tépure, cette pente est la valeur du rapport --r- 

(I, 2i) OU encore —, en désignant par la lettre e Téquidistance 

graphique ; ce dernier rapport s*obtient en multipliant les deux ter- 
mes du premier par l'échelle numérique (4ia). 

4.22. Lignes d'égale pente. — Définition. — On appelle ligne 
d'égale pente d'une surface une ligne tracée sur cette surface et dont 
la pente moyenne reste constante entre les lignes de niveau consé- 
cutives qu'elle rencontre. 

423. Problème V. — Soit à mener par le point a(2o), pris sur une 

surface représentée par ses courbes de niveau, une ligne de pente 

3 
constante et égale à -^ (fig. i8o). 

Ce problème est analogue à celui qui a été déjà traité pour le plan 

(I, 45) : Mener dans un plan, par un 
point pris dans ce plan, une droite 
de pente donnée, La solution qu'on 
va donner est la même que celle 
. indiquée dans le. cas du plan ; mais 
alors qu'une droite est définie par 
deux points, la ligne cherchée sera 
définie par ses points d'intersectioa 
avec les difiTérentes courbes de ni- 
veau de la surface. 
Désignons par h le point où la ligne cherchée rencontre la courbe 
de niveau Ci consécutive à la courbe C qui passe par le point donné 
a(20). La pente moyenne de la ligne cherchée entre les deux courbes- 

e 3 

C et Cl a pour valeur (42 1) — r ^= -^ à^oh l'on déduit 

ao 5 

, 5e 
«5= -3-. 

5e 
Par suite, si du point a comme centre avec un rayon égal à -g- . on 

décrit une circonférence, elle rencontre la courbe Ci aux points h 
et 6i qui appartiennent aux lignes cherchées, car les droites- 




Fig. 180 



a{2o)6(3o) et a(2o/6i(3o) ont la pente demandée —• 
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De la mèoie manière, si avec le rayon -^ on décrit une circon- 
férence de centre b, elle rencontre la courbe de niveau G? auxpoinls 
c et Cl, projections des points de rencontre de Ga et des lignes 
cherchées. On continuera la construction de la même manière et on 
définit de proche en proche les projections des points où les lignes 
cherchées rencontrent les courbes de niveau consécutives. 

424. On voit qu'en chaque point passent deux lignes répondant à 
la question. Ainsi du point a(ao) partent les deux lignes a(2o)5(3o) 
et a{2o)5i(3o). En joignant d'un trait continu les projections des 
points obtenus et situés sur des courbes de niveau dont les cotes vont 
constamment en croissant, on obtient en abcd la projection d'une 
<ies lignes cherchées. 

425. Lignes de plus graade pente. — La ligne tracée sur une 
surface dont la projection ab passe par un point a (fig, 179) a pour 

pente la valeur de la fraction — r- (421). Gomme le numérateur c de 

•ce rapport est constant, la pente est la plus grande possible lorsque 

ab prend la plus petite valeur possi- 
ble ; par suite on obtient la ligne de 
plus grande pente de la surface qui 
passe au point a(io) en prenant 
pour sa projection ab (fiij, 181) la 
ligne la plus courte menée par a 
entre les deux courbes de niveau 
Fig. 181 ' consécutives ; cette ligne est ortho- 

gonale aux deux courbes de niveau 

aux points où elle les rencontre. 

On détermine de cette façon la projection de la ligne de plus grande 

pente qui passe en un point quelconque de la surface défini par sa 

projection m, et on prolonge cette ligne de proche en proche de la 

même manière. 

426. Remarque. — Sur un terrain uni, la direction des lignes de 
plus grande pente est celle dans laquelle les eaux de pluie s'écoulent. 

427. Pente d'une surface en un point. — On appelle pente d'une 
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surface en un point M {fig. 181), la pente de la ligne de plus grande 
pente ABCD passant par ce point. 

La longueur 6c de la portion de ligne de plus grande pente pas- 
sant par le point m et comprise entre les deux courbes de niveau voi- 
sines s'appelle Vécartemeni des courbes en ce point. Désignons par l 
la mesure, à l'échelle du dessin, de Técarlement 6c, 

La pente de la surface au point M s'exprime simplement en fonc- 
tion de réquidistance graphique et de Técartement l des courbes en^ 
ce point. En effet, la formule établie au n*> 4a i donne, en désignant 
par P la pente de la ligne de plus grande pente ABCD : 



c'est-à-dire 



6c 



' = 7 



Or, sur une même épure, réquidistance graphique e est cons-- 
tante ; la formule précédente montre alors que P et / sont inverse- 
ment proportionnelles ; par suite les courbes de niveau sont d'autant 
plus rapprochées que la pente de la surface est plus forte. 

428. Application des considérations précédentes aux cartes- 
topographiques. — Les plans ou caries topographiques sont des 
dessins qui représentent un terrain et les détails de sa surface. En. 
général, cette représentation est obtenue en projetant le terrain sur 
un plan horizontal et en figurant les courbes de niveau de sa surface- 
(4ii). On peut alors résoudre sur la carte, qui n'est en somme qu'une- 
projection cotée du terrain, les problèmes traités dans les numéros 
précédents. 

429. Impression du relief donnée par les courbes de niveau. 

— Considérons un dessin représentant un terrain à l'aide de courbes 
de niveau dont réquidistance est 5™ (ftg. 182) ; les plans horizontaux 
qui les déterminent ont pour cotes 35"^, 4o°^, 45™, . . . Supposons que 
les cotes aillent en croissant à mesure que les courbes s'éloignent 
de nous sur le dessin, on en conclut que le terrain va en montant à 
mesure que les courbes s'éloignent. 

Considérons maintenant une sinuosité ac6 de ces courbes qui nous 
présente sa concavité ; prenons deux points a et 6 sur la courbe 60 
de part et d'autre de la sinuosité. La droite qui joint sur le terrain 



238 



SURFACES TOPOGRAPHIQUES 




les deux points a(6o), 6(60) est une droite horizontale. Or, sa projec- 
tion ab coupe les cour- 
bes 55 et 5o ; donc, les 
points de la surface du 
terrain dont les projec- 
tions sont sur le seg- 
ment ab sont situés 
au-dessous de AB, et 
la sinuosité considérée 
correspond pour le ter- 
rain à une dépression. 
Par suite, lorsque l'ob- 
servateur place devant 
lui un dessin représentant un terrain qui va en montant, toute 
concavité des courbes tournée vers l'observateur correspond à une 
dépression et toute convexité à une saillie. 

Si l'on veut se rendre un compte plus exact de la forme d'un ter- 
rain, on en cherchera le profil dans différentes directions par la 
construction indiquée au no 4 18. Mais il n'est pas toujours nécessaire 
de construire le rabattement ab'c'd'efgh'kH'j'p du profil (Jig, 177): en 
se déplaçant sur xy^ de la gauche vers la droite, le sens de la varia- 
tion de la cote des points qu'on rencontre 0(65)5(70)0(7$). .-. indique 
suffisamment en général les mouvements de la surface du sol. 



Fig. 182 



430. Échelle numérique. — On appelle échelle numérique d'une 
carte ou d'un plan le rapport qui existe entre la longueur d'une 
ligne sur la carte ou le plan et la longueur de la projection hori- 
zontale de la ligne correspondante du terrain. 

Dire qu'un plan ou une carte est à l'échelle de i/5oooo, c'est dire 
que chaque longueur de i mètre mesurée sur le dessin représente 
5o kilomètres de la projection, ou encore qu'un centimètre du des- 
sin correspond à 5oo mètres de la projection du terrain. 



431. Échelle graphique ou métrique. — Si l'expression de 
l'échelle numérique n'est pas très simple, elle nécessite, dans les 
applications, des calculs que l'on fait généralement de tête et qui 
peuvent entraîner des erreurs. Pour les éviter, on a recours à ce 
qu'on nomme une échelle graphique ou métrique. 

Une échelle graphique est une ligfie droite tracée généralement 
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€n dessous du plan, et divisée en segments représentant, à Téchelle, 
des multiples entiers de l'unité de longueur. Ainsi, dans la carte de 
rÉtat-Major français, qui est à l'échelle de 1/80000, le kilomètre doit 

t4èt.iooo soo 

h... 1....I 1 I ( - I I L_ 

Hecl. 10 50 I 2 5 4 5 6Kil. 

Taka 

Echelle grd^que 

Fig. 183 

être représenté par 1/80 de i™, soit 12°^™, 5. On prend-alors une droite 
de 25 centimètres {jiq. 1 83) et an la divise en 20 parties égales de 
i2™°^,5 chacune, que l'on numérote de gauche à droite: o, i,"2, 
3, . . , 20 kilomètres. Pour qu'on puisse mesurer les longueurs in- 
férieures au kilomètre, on prolonge l'échelle graphique d'une divi- 
sion vers la gauche et on partage cette division en 10 parties égales, 
numérotées cette fois, de droite à gauche, de o à 10 ; chacune des 
subdivisions a pour longueur i™™,25 et représente lôo mètres de la 
projection du terrain. Cette partie de l'échelle est le taXoti. 

Pour mesurer une distance à l'aide de l'échelle graphique, on place 
une bande de papier rectiligne sur la carte, de façon que son bord 
passe par les points dont on veut connaître la distance et on marque 
ces points sur la bande avec un crayon ; ou bien encore on place à 
chacune des extrémités de la longueur à mesurer les pointes d'un 
compas convenablement ouvert. On porte ensuite sur l'échelle la 
longueur obtenuç, de façon qije l'une de ses extrémités tombe exac- 
tement sur l'une des divisions de l'échelle et l'autre dans le talon . 

Si la première extrémité se trouve par exemple sur la division 8 
de l'échelle, et l'autre extrémité entre les divisions 4 et 5 du talon, 



Echelles Métriques < soooo ) 



5ooo ^tooo Sooo Mètres 



Hect.io j 1 1 5 h & Kilomètres 

Fig. 184 

la< longueur cherchée est comprise entre 8 kilomètres 4oo mètres et 
8 kilomètres 5oo mètres ; on achève la mesure en appréciant à vue 
la fraction d'hectomètre qui reste. 

432. La figure 1 84 est la reproduction d'une partie de l'échelle 
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métrique qui figure sur les cartes de France au 80000e, publiées par 
le Service géographique de l'Armée Elle comporte une double gra- 
duation, celle du haut en mètres, celle du bas en kilomètres. L'échelle 
se trouve en entier au bas de la Planche II, à la fin du volume. 



§ m. 

Planimétrie . — Nivellement. 

433. Les opérations à l'aide desquelles on construit les cartes 
topographiques sont de deux sortes, celles de la planimétrie et celles 
du nivellement. 

434. Planimétrie. — La planimétrie a pour but de construire 
sur le papier des figures semblables aux projections sur un plan 
horizontal de celles que forment, à la surface du sol, les construc- 
tions, les voies de communication (routes, chemins de fer, canaux, 
etc.), les lignes de séparation des cultures, les bords des cours 
d'eau, des lacs, les rivages de la mer, etc. Dans la plupart de» 
cartes, on relève également les limites administratives, bien qu'elles 
ne soient pas des lignes réelles. 

435. Nous allons indiquer sommairement les principaux procédé» 
employés dans les opérations de la planimétrie, pour déterminer sur 
la carte les points qui représentent les différents points d'un terrain^ 
On commence toujours par substituer aux figures compliquées for- 
mées à la surface du sol par les objets à représenter des figures poly- 
gonales s'adaptant le mieux possible aux premières. Il faut ensuite 
mesurer les côtés et les angles des projections horizontales de ces 
polygones. Les instruments de mesure les plus simples sont : pour 
les longueurs, la chaîne d'arpenteur, pour les angles, le graphomètre. 
Gomme il s'agit de représenter les projections horizontales des figures 
sur le terrain, il faut avoir soin, dans la mesure des longueurs de 
maintenir constamment la chaîne horizontale. En ce qui concerne les 
angles, le graphomètre peut donner directement la mesure de leurs 
projections horizontales 
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436. i® Procédé par intersection. — On commence par mesurer 
très exactement sur le terrain la projection 
horizoQtale d'une droite dite base, limitée 
à deux points A et B, nettement définis 
(fig, i85). Gela fait, en transportant succes- 
sivement le graphomètre aux extrémités 
de cette base, on mesure les projections 
horizontales des angles que font avec AB 
les rayons visuels dirigés des points A et 
B vers les points G, D, . . . . , qu'il s'agit de lever. 

Il ne reste plus ensuite qu'à reporter sur le dessin qu'on effectue 
la mesure, réduite à l'échelle choisie, de la projection de la base AB 
et les différents angles mesurés, pour obtenir une figure semblable à 
la projection horizontale de celle du terrain. Un point tel que G est 
ainsi déterminé par V intersection des deux droites AG et BG; delà 
le nom donné au procédé. 



A B 

Fig. 185 




437. 2° Procédé par cheminement. — Dans ce procédé, on sup- 
pose les points à lever reliés par une ligne polygonale ABG... ifig. i86) 

et on mesure les projections horizontales 
des côtés de cette ligne, ainsi que les pro- 
jeclions de chacun de ses angles; on re- 
porte ensuite ces mesures sur le dessin. 

Pratiquement, on détermine lé plus sou- 
vent, non les 
angles ABG, 
BGD.... mais 
ceux formés 

par chacun des côtés du polygone avec 

une direction fixe NS. généralement 

la direction Nord-Sud. Pour mesurer 

les côtés de la ligne ABGD, pn est 

obligé de la parcourir en entier, de 

là le nom de cheminement donné au 

procédé. 

Fig. 187 

438. 3® Procédé par rayonnement. 

— Dans ce procédé, on détermine la position d'une série de points A, 
Chollbt bt Mineur, II 16 
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B, C, D {fig. 187) répartis autour d*un point O, en mesurant 

les projections horizontales des rayons OA, OB, OC,..., ainsi que 
les projections horizontales des angles que font ces rayons entre eux, 
ou mieux encore les projections des angles qu'ils font avec une 
direction fixe NS, généralement la direction Nord-Sud. 

439. Nivellement. — Les opérations du nivellement ont pour but 
de définir le relief du sol, c'est-à-dire les différentes formes de sa 
surface. Elles consistent principalement dans la détermination des 
courbes de niveau et dans la mesure des hauteurs d'un certain nom- 
bre de points de la surface du sol, au-dessus d'un plan horizontal de 
comparaison si la carte a une petite étendue, ou d'une surface qui 
prolonge le niveau moyen des mers si le terrain à représenter a une 
grande étendue. Ces hauteurs ont reçu le nom de cotes d'altitude. 

En France, les cotes sont exprimées en mètres au-dessus d'un repère 
tracé à JVfarseille, à la hauteur du niveau moyen de la mer. 

Le problème élémentaire du nivellement consisté à mesurer la 
différence des cotes de deux points ; en effet, partant du repère de 
Marseille, on pourra ainsi calculer de proche en proche les altitudes 
de tous les points que l'on aura intérêt à déterminer . 

Les instruments employés dans les opérations du nivellement sont 
nomJ)reux ; l'un des plus simples est le niveau d'eau, que nous allons 
décrire rapidement. 

440. Niveau d*eau. — Le niveau d'eau est un instrument basé " 

sur les propriétés 
des vases communi- 
cants. 11 se compose 
(fig, 188) d'un tube 
métallique qui doit 
être, dans les me- 
sures, placé dans 
une position sensi- 
blement horizon ta- 
Fig. 188 le ; les extrémités 

coudées de ce tube 
se relèvent verticalement et se terminent par deux fioles sans fond, 
en verre, mastiquées sur le tube métallique. Le tout est monté sur 
un pied en bois. 
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On verse de l'eau dans le tube de manière que les fioles soient rem- 
plies jusqu'aux deux tiers environ. En vertu du principe des vases^ 
communicants, les surfaces terminales des liquides sont dans le même 

plan horizontal ; c'est ce plan horizontal 

^W. _ qQi constitue \q plan de visée ; lexpé- 

rience montre d'ailleurs que la meil- 
leure direction à prendre pour faciliter 
la visée et la rendre sûre est la tangente intérieure aux deux niveaux 
circulaires de l'eau dans les fioles (yîgf. 189). 



Fig. 189 






411. Mire. — La mire est l'instrument à l'aide duquel on mesure- 
la distance du sol au plan de visée du 
niveau d'eau. La mire la plus commune 
est une règle plate divisée en centimè- 
tres (fig. 190), le long de laquelle se 
déplace une plaque de tôle appelée 
voyant et partagée en quatre quarts 
peints alternativement en rouge et en 
blanc. La ligne 
horizontale de 
séparation des 
couleurs est 1» 
ligne de foi. La 
douille à laquelle 
est fixé le voyant! 
peut être serrée par une vis de pres- 
sion contre le montant de la mire ; un 
évidement où se trouve un index gravé- 
correspond à la ligne de foi et permet 
de mesurer ses déplacements le long de 
la règle divisée. 

442. Détermination de la diffé- 
rence des cotes de deux points 

Fig- ^^ A et B. — 1° Si les deux points A et B 

ne sont pas trop éloignés l'un de l'autre, l'opérateur se place avec 
son niveau d'eau entre ces points {fig. 191); de là, il vise le voyant 
de la mire, que son aide transporte successivement en A et B ; sur 
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les signes que lui fait Topérateur, Taide élève ou abaisse le voyant, 
jusqu'à ce que la ligne de foi soit dans le plan de visée du niveau 



Sfligmifen 




Fig. 191 



d*eau. Lorsque cette condition est remplie, l'aide lit et note, dans 
chacune des deux positions, la hauteur à laquelle se trouve la ligne 
de foi. I^a différence h entré les cotes des deux points est mani- 
festement celle des deux lectures faites sur la mire. 

2* Lorsqu'il s'agit de trouver la différence des cotes de deux points 
A et B trop éloignés l'un de l'autre (fig, 19a) pour qu'on puisse faire 
•des visées sûres, en procédant comme il vient d'être dit (i"), ou lorsque 
la différence de ces cotes est plus grande que la hauteur de la mire, 
on établit entre ces points des stations intermédiaires a, 6, c, d, Oii 
place d'abord le niveau entre A et la première station a, à distance 
•aussi égale que possible de chacun de ces points. Le porte -mire se 
iplace en A ; l'opérateur vise la mire et, par signes, fait amener la ligne 
de foi en A' dans le plan de visée du niveau. L'aide lit et note la 
•hauteur AA' qu'on appelle coup arrière^ puis se porte en a où les 
•mêmes opérations recommencent ; l'aide lit et note de même la hau- 
teur aa' qui s'appelle coup avant. 

L'opérateur se porte alors avec son niveau entre a et 6 et les 
mêmes opérations recommencent ; et ainsi de suite jusqu'entre les 
deux derniers points. Les hauteurs du voyant ou, comme on dit, les 
hauteurs de mire étant 



«îi, m2, ma, 
Hi, /12. nz, 



pour les coups arrière, 
pour les coups avant, 



la différence de niveau entre le 1^'' et le a® point est mi — ni avec 
son signe; entre le a« et le 3« elle est mi — «2, etc. 



NIVELLEMENT 2^45 

La différence totale de hauteur entre le dernier point et le premier 
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sera donc 

Wi — ni ^- 1712 — n^ -^ THz — Ha -f- ...» 

ou (mi -1- m2 4- m^ -»- ...) — (/ii -+- /12 4- ^3 -h ...) ; 

autrement dit : la différence de niveau entre les points extrêmes est 
égale à la différence entre la somme des coups arrière et celle des 
coups avant. 

443. Tracé des courbes de niveau sur le terrain. — On peut 
facilement, au moyen du niveau et de la mire, tracer sur le terrain- 
la ligne de niveau passant par 
un point A (fig. 198). Pour cela, 
l'aide se transporte d'abord en A, 
tandis que Topérateur place le 
niveau en station en un point O 
d'où il peut viser un grand nombre 
de points ayant même cote que le 
point A. Sur les indications de l'opé- 
rateur, Faide fixe. alors le voyant dans le plan de visée du niveau 
d'eau et plante un 'jalon en A ; puis, sans toucher au voyant, il se dé- 
place sur le terrain en tenant la mire verticalement, jusqu'à ce que 
l'opérateur aperçoive de nouveau la ligne de foi dans le plan de visée 
du niveau qui est resté en station au point 0, mais dont on fait 
tourner le tube en le laissant toujours horizontal ; à ce moment, l'o- 
pérateur fait signe à l'aide de s'arrêter et de placer un nouveau jalon • 
le pied B de ce jalon est à la même cote que le point A. On déter- 
mine de la même manière d'autres points G, D,... ayant même cote 
que lé point A et on les jalonne pareillement. Il ne reste plus qu à 
déterminer sur la carte les projections des points A, B, G, t) et à 
joindre ces projections par un trait continu pour avoir la ligne de 
niveau du point A. 
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i IV. 
Signes et teintes conventionnels. 

444. Signes convenUonoels. —Tous les détails de la planimétrie 
-sont représentés sur la carte par des signes conventionnels, parfois 
accompagnés de mots ou d'abréviations explicatifs. Les objets sont 
généralement représentés à leur grandeur réduite à l'échelle, mais, à 
cause de leur très grande importance, les routes, les chemins de fer. 
les canaux ont dû être grossis pour attirer l'œil. 

Ces signes et ces abréviations peuvent varier d'une carte à l'autre 
Nous nous bornerons, dans ce qui suit, à parler de la carte de France, 
au I / 80 000 publiée par le service géographique de l'armée et dite carte 
d'État- major; on trouvera le tableau de ses signes conventionnels à 
la fin du volume (PI I). 

On trouve aussi sur la carte quelques nombres ; ils indiquent l'al- 
titude des points qu'ils accompagnent (Voir PI. I, 2^ Colonne» 

445. Teintes coaventionnelles. — Pour rendre sensible à l'œil le 
relief d'un terrain à la simple inspection de la carte, on a recours à 
des teintes dont l'intensité varie avec la pente du terrain : on arrive 
ainsi à obtenir une impression immédiate du relief, qu'on nomme 
^ffet ou modelé. 

Lorsque les courbes de niveau sont très rapprochées, leurs traits 
suffisent à rendre apparent le relief du sol (Jîg. 199 et 301). 

Lorsque ces courbes sont très espacées, on se sert en général de 
Thypothèse suivante pour fixer la teinte à donner à chaque partie du 
ierrain, 

446. Hypothèse de l'éelairement zénithal. — On suppose le ter- 
rain éclairé par des rayons lumineux verticaux, qui viennent du 
zénith, c'est-à-dire dirigés de haut en bas. 

Si l'on coupe un faisceau prismatique de tels rayons par un plan 
horizontal et par un plan oblique, les deux sections obtenues ABGD 
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et A'B'C'D' {fig. 194) reçoivent la même quantité de lumière, celle 

qui passe à Tintérieur de la sur- 
face prismatique. Mais comme la 
surface oblique A'B'C'D' est plus 
grande que la surface horizontale 
ABCD, chaque unité de surface du 
quadrilatère A'B'C'D' reçoit moins 
de lumière qu'une unité de surface 
du quadrilatère ABCD. Par suite, 
une surface oblique est moins éclai- 
rée qu'une surface horizontale et 
son éclairement diminue lorsque sa 
pente augmente. 

Aussi, dans les cartes teintées d'a- 
près cette hypothèse, on représente 
en blanc les parties horizontales du terrain et les parties inclinées 
sont d'autant plus teintées que leur pente est plusraide. 




Fig. 194 



447. Hachures. — Un des moyens ordinaires pour obtenir ces 

teintes dans une carte consiste à 
tracer des hachures (fig. 196) 
entre les courbes de niveau que 
l'on efface ensuite. Les hachures 
sont des portions de ligne de 
plus grande pente que le des- 
sinateur trace entre deux courbes 
de niveau consécutives. On fait 
varier leur écartement et leur 
épaisseur, suivant qu'on veut ob- 
tenir une teinte plus ou moins 
foncée. 
Le tracé des hachures est réglé 
par des conventions que nous allons exposer sommairement 




Fig. 195. 



448. Loi du quart. — On nomme ainsi la convention suivante qui 
détermine l'écartement des hachures : Vécartement des hachures est 
égal au quart de leur longueur. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de tracer des hachures entre 
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deux courbes de niveau consécutives ab, cd (fig. 196). On mène une 
première bachureac; on porte sur Tune des lignes de niveau la lon- 
gueur ab = ac et on partage ensuite cette 
longueur ab en quatre parties égales ; cela 
fait, par les points de division on mène les 
hachures normales aux deux courbes. On con- 
tinue ainsi de proche en proche et on voit que 
pj ^g^ les hachures seront d'autant plus rapprochées 

' que les courbes de niveau seront elles-mêmes 
plus resserrées ; par suite, les portions de terrain à pente raide 
seront, sur la carte» plus foncées que celles où la pente est douce ; ce 
résultat apparaît nettement sur la figure igô. 
Il y a plusieurs exceptions à la convention précédente. 
1° Quand l'écartement des courbes devient inférieur à a"*" tout 
en restant supérieur à i/4 de millimètre, on conserve aux hachures 
l'écartement uniforme de i/a millimètre, mais on force leur épais- 
seur ; au-dessous de l'écartement de i/4 de millimètre, on emploie 
un signe particulier qui s'applique également aux rochers et aux 
escarpements (Voir PI. II à la fin du volume). 

a® Quand la pente est inférieure à i/64, ce qui correspond, pour 
réquidistance graphique de i/4 de millimètre (qui est celle de la 
carte de l'État-Major,, à un écartement de courbes de plus de 16 mil- 
limètres, on ne met plus de hachures. £n effet, la pente de i/64 étant 
extrêmement douce, les hachures seraient très éloignées les unes des 
autres et pourraient être confondues avec des lignes de la planimétrie 
(chemin, fossé, ruisseau). 

449. L'épaisseur des hachures est déterminée de façon que le rapport 
de la surface noire couverte par les hachures à la surface qui reste blan- 

3 
che sur le papier soit égal au — de la pente du terrain dans la région 

où se trouvent ces hachures. L'épaisseur des hachures augmente 
donc avec la pente, ce qui contribue à renforcer le modelé. 
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i V. 



Mouvements du sol. 

480. Les principaux éléments des accidents du terrain sont les 
tersants, les croupes, les ravins. Ils présentent avec certaines figures 
géométriques une analogie qu'il ne faut cependant pas exagérer. 
Nous allons les examiner d'abord et nous indiquerons ensuite leurs 
combinaisons. 

451 . Versant. — Un versant est une surface de terrain à peu près 
plane et inclinée sur Tborizon ; de cette définition, il résulte qu'un 




Fig. 197 



Versant. 



Fig. 198 



versant sera représenté par des courbes de niveau à peu près recti- 
lignes et sensiblement parallèles entre elles {fig. 197) ou par des ha- 
chures disposées par bandes également parallèles (fig. 198). 



452. Croupe. — La croupe est l'accident formé par la rencontre 
de deux versants simples qui se raccordent suivant une surface 
arrondie. 

La figure 199 est une succession de courbes de niveau représentant 
une croupe formée par deux versants se raccordant à peu près sui- 
vant la ligne ABCD. La figure 200 est la représentation de la même 
croupe au moyen de hachures; on voit que ces hachures s'épanouis- 
sent en éventail au voisinage du raccordement des deux versants. 
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• On appelle faUe ou ligne de faîte la ligne de rencontre de deux 
versants dont les horizontales sont à peu près parallèles. 




Fig. 199 



Croupe. 



Fig. 200 



453. Ravin. — Un ravin est un accident constitué par deux ver- 
sants qui, en se raccordant, déterminent une concavité ; la ligne sui- 
vant laquelle se raccordent ces versants a reçu le nom de thalweg ; le 
thalweg est la ligne suivie par les eaux au fond du ravin. 

La figure aoi est une successron.de courbes de niveau représentant 





Fig. 201 



Ravin. 



Fig. 502 



un ravin dont le thalweg abcd a été tracé. La figure aoa est la 
représentation du même ravin au moyen des hachures ; on voit que 
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ces hachures convergent vers le thalweg et sont plus clairsemées dans 
son voisinage. * 

Les croupes et les ravins semblent avoir des représentations ana- 
logues ; cependant il est facile de ne pas les confondre. D'abord 
le sens de la croissance des cotes sur les courbes empêche toute 
erreur ; avec les hachures, dans la plupart des terrains, on reconnaît 
les ravins à leur forme plus étranglée, tandis que les croupes sont 
généralement plus larges. 

Un ravin en s*élargissant prendra le nom de vallon ou de vallée, 
suivant son importance. 

La rencontre de deux thalwregs s'appelle un confluent. 

454. Mamelon. — Un mamelon est un accident en saillie, qui peut 
être considéré comme formé par l'adossement de deux ou plusieurs 
croupes. 

Un mamelon est représenté (ftg. ao3) par une série de courbes 
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Fig. 203 



Mamelon. 



Fig. 204 



de niveau fermées telles que chacune d'elles renferme toutes celles 
dont les cotes sont plus élevées. La figure 2o4 représente le même 
mamelon au moyen des hachures. 

Lorsque la partie la plus élevée d'un mamelon a une assez grande 
étendue, sa surface est généralement peu accidentée et peu inclinée ; 
elle prend alors le nom de plateau. Un petit mamelon se nomme 
butte. 
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455. Col. — Un col peut être considéré à la fois comme formé par 
l'opposition de deux croupes et l'opposil ion de deux ravins [fig. ao5). 




Fig. 205 



Col. 



Fig. 206 



de telle manière que le point de cote minimum sur les lignes de faîle 
des croupes soit en même temps le point de cote maximum sur les 
thalwegs des vallées. 

La figure aoS est la reproduction du levé d'un col au moyen de 
courbes de niveau ; la figure ao6 est la représentation du même col en 
hachures. 

La forme d*un col est en gros celle d'une selle de cavalerie. 
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Lecture de la Carte d'État-Ma]or. 



456. Indications générales. — Les feuilles de la carte d'État- 



Major à l'échelle de • 



- sont des rectangles dont les côtés ont 
8o 000 

pour longueur 5ocm et 8o*^", correspondant à un rectangle de terrain 

de 4o^™ sur 64*^™ ; ces feuilles sont aussi livrées au public par quarts 
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ayant aôc^ sur 4o®". Nous supposerons dans ce qui va suivre que 
le lecteur a la feuille entière entre les mains. 



457. Chaque feuille complète porte un numéro d'ordre dans le 
haut de la marge à droite, et comme titre le nom de la localité la 
plus importante qui s'y trouve. Dans la marge inférieure se trouvent 
des échelles graphiques (43 1» 432). 

Le cadre de la carte est entouré d'une première graduation com- 
posée de parties alternativement grises et blanches ; leurs divisions 
correspondent à des points dont la latitude ou la longitude sont 
exprimées en nombres entiers de minutes sexagésimales. En 
dedans se trouve une deuxième graduation analogue, mais en 
minutes centésimales de grades. Ces graduations permettent de tracer 
sur la carte les méridiens et les parallèles et par conséquent de déter- 
miner approximativement la longitude et la latitude d'un point quel- 
conque de la carte. 

D'ailleurs, sur chaque feuille on a tracé les méridiens et les paral- 
lèles espacés de lo' en io\ 

Dans les quatre angles des marges sont indiquées les coordonnées 
(longitude et latitude) en grades et fractions décimales de grades de 
chacun de ces angles et leurs distances en mètres au méridien de 
Paris et au parallèle dont la latitude est 45* (ou 5ot). 

458. Lecture de la carte. ~ Lorsqu'on connaît très bien les 
signes conventionnels (444), il est facile, avec un peu d'habitude, de 
lire la planimétrie de la carte d'État- Major. Quant à la lecture du 
relief, elle ne peut s'apprendre qu'à la longue par la comparaison de 
la carte avec le terrain qu'elle représente. 

Nous conseillons donc aux élèves de se procurer une carte d'un 
pays, moyennement accidenté, qu'ils connaissent bien et de se prome- 
ner ensuite sur le terrain en cherchant à retrouver tous les détails 
qu'ils apercevront. 

Nous donnons à la an du volume, à titre de spécimen cartogra- 
phique, le quart S.-O. de la feuille de Paris [n* 48 de la carte d'État- 
Major] (PL II). 

459. Orlenlatlon de la carte. — Pour que la comparaison du 
terrain et de la carte soit commode, il faut disposer celle-ci de façon 
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que les méridiens (et non les côtés du cadre) soient parallèles à la 
direction Nord-Sud. 

On peut y arriver de deux façons : sans instrumeni, ou à l'aide 
d'une petite boussole. 

460. Dans le premier cas, il convient au début de poser la carte 
sur un support horizontal, table, parapet en pierre, borne, etc., où 
l'on peut la faire tourner et la maintenir commodément jusqu'à ce 
qu'on ait arrêté définitivement sa position. Si l'on tient compte de 
ce que les méridiens sont placés dans la direction Nord-Sud, 
toutes les droites joignant deux points sur la carte seront parallèles 
aux plans verticaux ■ contenant les points correspondants du terrain, 
et inversement. 

Par suite, si on connaît le pays, on cherche sur la carte la 
position du point où l'on se trouve, qu'on appelle slalion, et celle 
d'un point qui en est vu, un clocher par exemple ; on tourne alors 
la carte jusqu'à ce que la droite qui. sur elle, joint ces deux points 
soit bien dirigée, ce qu'on vérifie en se plaçant du côté opposé au 
point visé, et en alignant dans sa direction la droite qui sur la carte 
joint la station et ce point. 

Pour plus de sûreté, on exécute une seconde opération analogue à 
l'aide d'un autre point éloigné dans une direction différente de la 
première, de manière à vérifier l'orientation donnée à la carte. 

Dans certains cas, l'opération est plus simple ; si, par exemple, on 
se trouve sur une route en ligne droite sur une grande longueur, 
rien n'est plus facile que de tenir la carte, même à la main, de façon 
queleprolongement delalignede lacarte qui représente cette route 
soit dirigé suivant la route. 




Fig. -207 

461. Boussole à pince. — L'emploi d'une petite boussole bre- 
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loque munie d'une pince formée d'un fil de laiton enroulé en res- 
sort (fig, 207) permet d'opérer plus commodément. On tient à la 
main la carte pliée de façon que son épaisseur soit suffisante, la 
partie utile étant seule visible; on fixe la boussole dessus on un 
point quelconque mais en s'astreignant à ce que la ligne Nord-Sud 
du cadran fasse avec les méridiens tracés sur la carte un petit angle 
égal à la déclinaison. 'Cette déclinaison est occidentale et d'environ 
i5°. U'est alors facile de tenir constamment la carte de façon que 
raiguiUe reste au dessus de celte ligne. 



462. Poche à cartes ou liseur. — On emploi aussi de plus en 
plus la poche à cartes ou liseur^ enve- 
loppe transparente (en celluloïd ou 
mica) dans laquelle on introduit la 
carte après l'avoir pliée suivant un rec- 
tangle dont les côtés ont en général 
la direction des méridiens ou des paral- 
lèles. Sur la surface extérieure de la 
poche est collée une petite boussole 
{fig. 208) dont on se sert comme il a 
été indiqué au paragraphe précédent 
pour orienter la carte. 

Sur l'une des faces de la poche est 
tracé en traits rouges un quadrillage 
dont le côté est la longueur qui repré- 




sente à l'échelle du 



un kilo- 



Fig. 208. 



80000 
mètre du terrain, soit i<="*,a5; ce qua- 
drillage sert à l'évaluation rapide des distances sur la carte et consti- 
tue une sorte d'échelle graphique généralisée qui se trouve reportée 
sur la carie même, grâce à la transparence de l'enveloppe. 
L'autre face de la poche porle souvent un quadrillage de côté 1*=™ 

pour l'évaluation des distances sur les cartes à l'échelle du ou 

*^ 100 000 



du 



On utilise ce quadrillage pour la carte de France au 



5o 000 * 

looooo® publiée par le ministère de l'Intérieur ou pour la carte de 
l'Algérie (Échelle au 5o ooo«) ou les quelques nouvelles feuilles de la 
carte de France au 5o ooo« publiée par le service géographique de 
l'armée. 
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Le liseur présente en outre l'avantage de mettre la carte à Tabri des 
souillures. 

463. Usage de la carte sar le terrain. — On oriente d'abord la 
carte (457). Puis on se met en route à partir d'un point connu 
dans une direction que Ton détermine et on a soin, dans les débuts, 
de consulter fréquemment la carte pour y retrouver les positions 
qu'on occupe successivement sur le terrain. On peut du reste repor- 
ter assez exactement sur la feuille ces différentes positions, en mesu- 
rant au pas les distances parcourues. 

A chaque station, on examine dans les différentes directions, aussi 
loin qu'on peut les distinguer, les objets et les accidents du terrain ; 
on les compare avec leur représentation sur la carte (Planche II, à la 
fin du volume) ; on se rend vite un compte exact de la nature de cette 
représentation, en même temps qu'on voit quels sont les objets que 
le topographe a dû omettre ot quels sont ceux qu'il a cru devoir 
exagérer (444)> 

Tout en parcourant le terrain, on observe si l'itinéraire que l'on 
suit rencontre des pentes ascendantes ou descendantes et on exa- 
mine de quelle manière elles sont représentées sur la carte. On con- 
sidère aussi les accic^ents qui se trouvent de part et d'autre de cet 
itinéraire, mais il faut se méfier des appréciations faites à vue. L'éva- 
luation des distances est en effet facilement entachée d'erreurs, 
qui tiennent principalement à ce que la transparence de l'air est 
extrêmement variable. 

Il faut surtout prendre des directions sur des points qu'on a recon- 
nus, les reporter sur la carte, examiner les objets qui s'échelonnent 
à droite et à gauche de chacune d'elles, les comparer avec la carte et 
procéder toujours du connu à l'inconnu. Enfin, toutes les fois que 
la chose est possible, on cherche à voir les mêmes objets sous plu- 
sieurs aspects. Sans cette précaution, il arrive aux personnes les plus 
exercées de commettre des erreurs qu'elles corrigent bientôt ; mais 
le débutant ne manque jamais de mettre les siennes sur le compte 
de la carte. 
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On trace sur un plan horizontal un triangle ABC dont les côtés ont 
pour longueurs respectives : 

AB = 55°^°^, AC = 75°»™, BC = 65"^°^. 

Sur les verticales des points A, B, C, on porte AD z= 35™°^, 
BE = 60™^, CF == So"^^'. et on demande : 

10 de déterminer l'angle du plan du triangle DEF avec le plan 
horizontal (on indiquera cet angle sur l'épure par un arc de cercle 
de ,25™™ de rayon, décrit de son sommet comme centre et compris 
entre ses côtés) ; 

a** de construire, en reportant les données sur une autre partie de 
la feuille de dessin, la projection horizontale du cercle circonscrit 
au triangle DEF . 

(On déterminera les axes de l'ellipse ainsi obtenue et on indiquera 
à l'encre les constructions qui fournissent l'un des points de cette 
ellipse et la tangente en ce point.) 

(1890, i" sfisûon.) 

On donne sur un plan horizontal un triangle ABC dont les côtés 
sont AB = 60™™, AC = 80™™, BG = 90™™. On porte sur' la verticale 
du point A une longueur AO = 55™™ et on imagine une sphère, 
d'un rayon égal à 4o™™, ayant pour centre le point 0. On demande : 

1° de déterminer l'angle que fait avec le plan horizontal le plan 
tangent à la sphère qui passe par la droite BC et laisse au-dessous 
de lui le centre de cette sphère ; 

2° de construire, après avoir reproduit les données sur une autre 
partie de la feuille de dessin, la projection horizontale de la section 
de la sphère sur le plan BOC. 

' ' (1890, 2« session.) 

. Chollet et Mineur, II * 17 
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Un triangle équilatéral de 8*^™ de côté . tracé dans un plan hori- 
zontal de projection, sert de base à une pyramide dont les arêtes 
inclinées sur ce plan ont une même longueur, égale à ii*=™. 

On circonscrit une sphère à cette pyramide et Ton coupe cette 
sphère par un plan passant par son centre et par Tun des côtés du 
triangle de base de la pyramide. 

Construire Fellipse projection horizontale de la section de la sphère 
ainsi obtenue. 

(1891.) 

Représenter par ses deux projections un rhéophore composé d*un 
disque circulaire C de diamètre d = 8*^™ et d'une tige CI perpendi- 
culaire à ce disque, menée par son centre C et ayant pour longueur 
Cl = d = 8*=°». 

La tige CI fera avec le plan horizontal un angle a = 4o<* et avec 
le plan vertical un angle ^ = 3oo. Le disque G sera au-dessus, en 
avant et à droite de la tige CI. La tige et le disque, supposés d'épais- 
seur négligeable, seront représentés chacun par un simple trait. 

(1894.) 

Construire la projection horizontale d'une circonférence. 

Données. — Cette circonférence est la base d'un cône droit qui 
repose par une arête SA sur leplan horizontal de projection; SA. = 8*=™. 
L'arête SA prolongée rencontre la ligne de terre en B ; AB = 3*=°*, 47 
[exactement AB = 2"^ (i/b — i) ], angle SBcr = 45<* ; enfin le dia- 
mètre de la circonférence est égal à SA. On déterminera un point 
de la projection et la tangente en ce point, ainsi que les sommets 
et les tangentes issues de S. On disposera l'épure de façon que le 
centre de l'ellipse soit au milieu de la feuiUe. 

(1896.) 

La ligne de terre est le petit axe de la feuille ; est le centre de la 
feuille. 

La projection horizontale d'une droite D coupe le grand axe de la 
feuille à 8*^™ en avant de et la ligne de terre à lo*^™ à droite de G. 
La projection verticale de cette droite passe par et est parallèle à 
sa projection horizontale. Un point A se projette horizontalement 
en et a une cote de io<=™ On mène la perpendiculaire AB du 
point A sur la droite D rencontrant cette droite en B. Sur AB comme 
diamètre, on décrit un cercle C dont le plan est perpendiculaire à la 
droite D. Dans le cercle C, on inscrit un carré dont AB est diagonale 
et qui sert de base à une pyramide régulière de 8<^™ de hauteur dont 
le sommet est vers la gauche. 

Représenter par leurs deux projections le cercle C et la pyramide. 
On distinguera les parties vues et les parties cachées en supposant 
les plans de projections transparents. 

(1903.) 

La ligne de terre xy est le petit axe de la feuille. Un cube, dont 
le côté vaut io<='^, repose par sa base sur le plan horizontal ; les deux 
sommets les plus en avant de cette base sont symétriques par rapport 
au grand axe de la feuille, sur une même parallèle à joy, distante 
de xy de la*^"). De plus, on suppose tracée la circonférence G inscrite 
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dans la face verticale du cube située le plus en avant. On fait tourner 
la figure de 3o° autour de xy^ de façon à la relever ; puis, à partir 
de cette position, on la fait encore tourner de 60° vers la gauche, 
autour d'un axe perpendiculaire au plan vertical passant par le centre 
du cube. On demande de représenter, dans cette position définitive, 
par ses deux projections, l'ensemble formé par le cube et la circon- 
férence G. 

(1905.) 

La ligne de terre xy est le petit axe de la feuille. 

Un point O, situé dans le plan horizontal sur le grand axe de la 
feuille à 6<^™ en avant de xy, est le centre d'un triangle équilatéral 
ABC situé dans le plan horizontal, de hauteur égale à ia<^™ : BG est 
parallèle k xy et A est le sommet le plus en avant. 

ABG est la base d'un tétraèdre régulier SABG situé au-dessus dii 
plan horizontal. 

Dans les faces SAB, SAG, SBG on décrit du point S comme centre 
des circonférences de rayon égal à 8«™. 

On demande de représenter par ses deux projections la portion de 
la surface du tétraèdre SABG comprise à l'extérieur des circonférences. 

(1906.) 

La ligne de terre XY est le petit axe de la feuille. — Un parallélé- 
pipède rectangle P, dont la hauteur vaut g®™ et est dirigée suivant le 
grand axe de la feuille, a pour base située le plus en avant un carré 
de a''"' de côté, dont le centre est dans le plan horizontal, et dont 
deux côtés sont horizontaux : la distance de cette base au plan ver- 
tical est de 12*'°^. — De plus, on suppose tracée dans le plan de cette 
base une circonférence G de 5®™ de rayon, concentrique au carré. 
On fait tourner la figure de 3o«» autour de XY, de façon à la relever ; 
puis à partir de cette position, on la fait encore tourner de 60**, vers 
la gauche, autour d'une perpendiculaire au plan vertical, passant par 
le centre du parallélépipède. 

On demande de représenter, dans cette position définitive, par ses 
deux projections, l'ensemble formé par le parallélépipède P et la 
circonférence G. 

(1907.) 
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Un cône oblique à base circulaire a pour base une circonférence 
(C), de centre et de rayon égal à 35™", située dans le plan hori- 
zontal de cote zéro. 

Son sommet S est déterminé par sa projection s située à une dis- 
tance Os = 5o™™ du point et par sa cote égale à 109™™. 

a est la projei'.tion horizontale d'un point A de cote égale à 3o™™. 
La distance aa au plan vertical OS est égale à 4o™™ et la distance Oa 
à 60"»™. 

Mener par le point A un plan qui détermine dans le cône donné 
une section antiparallèle (C). Construire la projection horizontale de 
cette section, déterminer ses axes et les points qui se trouvent sur le 
contour apparent du cône. 

Construire les sphères passant : 1° par la base (C) et le sommet S ; 
a** par la circonférence (C) et le sommet S ; S" par les deux circonfé- 
rences (C) et (C;. 

Les plans d'intersection de ces trois sphères prises deux à deux se 
coupent suivant une même droite ; la délerminer. 

(i894.) 

Une sphère de rayon R = 5o™™ est tangente au plan horizontal 
de cote zéro au point 0. D'un point A, situé dans ce plan à une 
distance oA = 100"™, on mène successivement : 

i^ les deux tangentes à la sphère faisant avec la verticale un angle 
de 4o° ; 

2° les deux tangentes à la sphère faisant avec l'horizontale oA un 
angle de a 3°. 

Ces quatre tangentes étant considérées comme les arêtes d'une 
pyramide indéflnie de sommet A, tracer la projection du volume 
commun à la sphère et à cette pyramide. 

(1895.) 

Une sphère de rayon R = 45™™ est tangente au plan horizontal 
de cote o en un point A. Par ce point A on mène une droite d fai- 
sant avec le plan horizontal un angle de 60° et l'on considère le 
cône de révolution dont cette droite d est Taxe et dont Tangle au 
sommet est de 15°. 

Tracer le contour apparent de ce cône et les projections de son 
intersection avec la sphère : 1° sur le plan horizontal ; a® sur un plan 
vertical perpendiculaire à la projection de la droite d sur le plan 
horizontal ; 3° sur un plan vertical parallèle à cette droite. 

On supposera dans le tracé que la sphère est un corps opaque dont 
on a enlevé la partie commune à la sphère et au cône. 

(1897.) 
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{Géométrie cotée.) Dans le plan horizontal de cote zéro on donne 
■une droite D et un point A. sur cette droite. 

Mener par la droite D deux demi-plans rectangulaires P et P', 
au-dessus du plan horizontal, dont Tun fasse avec ce plan un angle 
de 3o«. 

Tracer, sur le plan horizontal et sur le plan vertical perpendicu- 
laire à D, le contour apparent du cône solide droit à base circulaire 
donné ayant son sommet en À et tangent aux deux demi-plans P et 
F. 

Le cône droit a une hauteur égale à 80°^™ et un demi -angle au 
commet de 30°. 

On commencera, pour résoudre la question, par mener par \ une 
droitejfaisant avec chacun des deux demi-plans un angle de 3o<^. 

(1898.) 

(G^om^/rîeco/é«). Un tétraèdre ABGD a pour base BGD un triangle 
équilatéral, et la face ABC est un triangle isocèle de sommet A 
(AB = AC). On donne le côté BG = 96™™ du triangle équilatéral 
BGO et les deux angles ABD = 5o« et ABG = 65^ 

Construire les projections de ce tétraèdre, dont la base BGD est 
dans le plan horizontal de cote zéro, sur le plan horizontal et sur un 
plan vertical perpendiculaire à BG. 

Trouver le centre G de la sphère circonscrite. De ce point comme 
centre on décrit une sphère S tangente aux faces ABD, ADG : inter- 
section de cette sphère avec la face ABG. Gonstruire la tangente en un 
point de cette courbe d'intersection. Déterminer les points qui se trou- 
vent en projection horizontale sur le contour apparent de la sphère. 

Dans Je tracé graphique, on supposera que le tétraèdre ABGD et 
la sphère S sont deux corps opaques se pénétrant mutuellement. 

(1899.) 

Cube évidé par un angle dièdre. — Ligne de terre à lô*^"* du bord 
inférieur de la feuille. 

Cabe. — On donne deux points A et B, situés dans le premier diè- 
dre et placés sur une ligne de bout dont les projections sont sur 
l*axe de la feuille . 

A a pour éloignement 2<=™ et pour cote 7^°^ ; 

Ces points sont les extrémités d'une diagonale d'une section cen- 
trale faite dans le cube parallèlement aux plans des deux faces (F) Ges 
faces (F) sont d'abord supposées horizontales. Pour placer le cube 
dans sa position définitive, on suppose qu'il tourne autour de AB, 
■en sens inverse des aiguilles d'une montre, d'un angle de 60°. 

Angle dièdre. — Considérons la face du cube qui, avant la rota- 
tion, se trouvait en avant et à droite. L'arête du dièdre est l'intersec- 
tion de cette face dans sa situation définitive avec le plan vertical 
«qui passe par A et B. Les faces du dièdre passent par les centres des 
faces {F) du cube dans leur position définitive. 

On représentera ce qui reste du cube, supposé plein et opaque, 
après enlèvement de la portion située dans l'angle dièdre. 

(1904.) 
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Une sphère de centre 0, de rayon égal à 9«=™, est tangente au plan 
horizontal. Soient AB un diamètre horizontal de la sphère, G le 
milieu de OA, D le point le plus élevé de la sphère. Par les trois 
points B, G, D, mener trois parallèles faisant des angles de 45° avec 
le plan horizontal et perpendiculaires à la direction AB. Trouver la 
projection horizontale de Tintersection de la sphère et de la surface 
prismatique indéfinie ayant ces trois parallèles pour arêtes latérales . 

Représenter la surface (supposée opaque) de la sphère comprise dans 
la surface prismatique. Construire les sommets des ellipses formant 
la projection de l'intersection et écrire les cotes des points corres- 
pondants. 

Mener les tangentes à ces ellipses en leurs points situés sur les pro- 
jections des arêtes. 

Construire les projections des points de l'intersection déterminé* 
par le plan horizontal de cote lô*"™. 

Mener à Tintersection les tangentes parallèles aux côtés du triangle 
BCD et écrire les cotes des points de contact. 

(1895.) 

Tracer à 8*^°^ du bord inférieur de la feuille une droite sur laquelle 
on prendra sa = io<=™, sb = 35"^°^, sh = 2']^^, s étant à i2*^™du 
bord de la feuille à droile du dessinateur, s est la projection horizon- 
tale du sommet S d'un cône de révolution. La cote du sommet S 
est de id*'™. 

a et 6 sont les traces horizontales des deux génératrices du cône 
situées dans le plan projetant horizontalement son axe. 

Un triangle isocèle cad situé dans le plan horizontal a sa base 
cd = 5*=°^ ; sa hauteur relative à cd est ah. 

Ce triangle est la base d*un prisme, dont les arêtes ont une pente 

égale à — ; l'arête issue de a coupe Ss entre S et s, 
37 

Représenter la projection horizontale de la partie du cône solide et 

opaque extérieure au prisme et comprise entre le plan horizontal et 

son sommet. 

(1896.) 

Une sphère est tangente au plan horizontal en un point A; elle 
passe par un point B qui a pour cote 72™°* et qui se projette en un 
point b à une distance de A égale à 96™™. (Placer A et 6 sur une 
droite distante de 11 5°^°^ du bord inférieur de la feuille, A à 20™™ à 
gauche du milieu de cette droite et 5 à gauche de A) . 
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Considérer le plan P mené par le point A perpendiculairement au 
rayon OB et le triangle équilatéral GDE inscrit à la section de cette 
sphère par ce plan, en plaçant horizontalement le côté DE, de 
manière que sa cote soit inférieure à celle de G. Sur la perpendicu- 
laire en G au plan P, prendre un point S de cole égale à a^o°*™. 

La sphère étant supposée opaque, représenter la portion de son 
volume comprise dans le trièdre dont les arêtes sont les droites indé- 
finies se, SD, SE. 

(1897.) 

Données. — i» Un tétraèdre SMNP dont les faces MNP et SMN 
sont des triangles équilatéraux ; la première est dans le plan horizon- 
tal. MN égal à aao™"^ est parallèle au bord inférieur de la feuille et h 
une distance de ce bord égale à 5o™™. La pente de la face SMN est 

— . Le tétraèdre est au-dessus du plan horizontal et se projette au- 
dessus de MN. 

3° Un hémisphère de rayon égal à 70™™, reposant par sa base sur le 
plan horizontal et au-dessus de ce plan. Le centre de cet hémisphère 
est situé sur la perpendiculaire élevée au milieu de MN, au-dessus et 
à 90°^"^ de MN. 

Représenter la projection horizontale de la portion supposée opaque 
de rhémisphère intérieure au tétraèdre. — Ecrire à l'encre rouge les 
cotes exprimées en millimètres des sommets utiles des courbes d'in- 
tersection. — Représenter en traits noirs et fins les lignes de niveau 
de ce solide déterminées par des plans équidistants de 10™"^. à partir 
du plan horizontal. — Gonstruire les tangentes aux intersections des 
deux solides aux points qui ont pour cole 5o™™, puis celles qui se 
projettent perpendiculairement à MN. 

_^^^__ (1898.) 

Tracer une droite parallèle au bord inférieur de la feuille à lo*'™ de 
ce bord ; sur cette droite marquer un point s, à 3*=°^ du bord de 
droite, et prendre sA. égale à 30*"™. Le point s est la projection hori- 
zontale d'un point S de cole 30*=™ et la droite sk est celle d'une 
droite SA. de l'espace. 

On mène par SA. deux plans de pente - — et par S le plan perpen- 

2 
diculaire au plan SsA, de pente — » et coupant 5 A entre s et A. 

Ces trois plans et le plan horizontal déterminent un tétraèdre SABC. 

Un cône, dont la directrice est une circonférence située dans le plan 
horizontal, décentre A et d'un diamètre égal à ii*'™, a pour som- 
met un point I, de cote io<^™ et se projetant horizontalement en s. 

Représenter le corps solide opaque commun à ce cône et au 
télraedre SARG. 

Gonstruire les tangentes aux projections horizontales des courbes 
d'intersection de ces deux solides: 1° aux points d'intersection situés 
sur SA ; 3° aux points où ces tangentes aux projections sont perpen- 
diculaires à sA ; 3° aux points où elles sont parallèles à AB et à AC 

(1899.) 
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Sur une droite parallèle au bord inférieur de la feuille et située à 
i4 centimètres de ce bord, marquer les points A. et 6, A à la cen- 
timètres et b k 22 centimètres du bord de gauche. 

A est le centre d'une sphère de lo*^™ de rayon et 6 est le point de 
contact avec le ï^n de comparaison (plan de la feuille) d'une sphère 
de 10^™ de diamètre, dont le centre est B. 

Soit I le point où la droite AB perce le plan horizontal tangent à 
la fois à ces deux sphères, et soit G le point de cote maximum de l'in- 
tersection de ces mêmes sphères ; soit en&n P le plan qui a IG pour 
Wgàe de plus grande pente. 

Représenter la projection horizontale de l'ensemble des portions 
des surfaces sphériques qui est compris entre le plan de comparaison 
et le plan P. On supposera le plan P transparent, les surfaces sphé- 
riques opaques, et on supposera enlevée la portion de chaque surface 
sphérique coinprise dans l'autre sphère. 

Gonstruire les projections horizontales des tangentes menées de I 
aux sections faites dans les sphères par le plan P. Inscrire les cotes 
du point I, des points de contact des tangentes précédentes et des 
points de contact des tangentes menées aux deux sections planes : i® 
parallèlement au plan horizontal ; 2^ parallèlement au plan vertical 
contenant les centres des sphères. 

(1900.) 

Sur une droite parallèle au bord inférieur de la feuille, et à i3<^™ 
de ce bord, marquer les points s, T, o, respectivement à 3*^°*. 6*^" et 
2o^^ du bord de droite. Ces points sont situés dans le plan de com- 
paraison désigné par H. s estla projection sur H d'un point S de cote 
a'^™, celle d'un point de cote S'^™. 

Un cône de révolution a pour sommet le point S et pour base un 
cercle de centre O ayant io«"^ de rayon . 

T est le sommet d'un angle trièdre dont une arête TA, de pente 

— , se projette suivant To, les cotes croissant de T vers o Les 

2 I 

deux faces qui passent par TA ont chacune pour pente — • La 

troisième face est sur H. 

On considère la partie du cône située à l'intérieur du trièdre ; 
représenter la projection sur H de ce solide supposé opaque. 

Les génératrices de contour apparent du cône rencontrent la base 
de ce cône en deux points ; marquer leurs cotes . 

Les deux premières faces du Irièdrq coupent le cône suivant des 
arcs d'ellipses ; marquer les cotes des points où ces arcs rencontrent 
le contour apparent du cône et où ils rencontrent les génératrices se 
projetant suivant so. 

La troisième face coup 3 le cône suivant une hyperbole ; construire 
les asymptotes de cette courbe. Enfin, mener les tangentes à cette 
hyperbole et au cercle de base du cône, aux points où ces deux 
courbes se coupent. 

(1901.) 

On construit sur le plan horizontal un triangle isocèle sab dans 
lequel sa = sb = io5™™ et ab =. 182"^™. ab est parallèle au bord 
de droite de la feuille et Ji 100™°» de ce bord ; a est à 10"»™ du bord 



ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE DE SAINT- CTR 

inférieur de la feuille; « esta droite de ab. Unpoint S, de coleaio"*™, 
se projette en s. 

Par chacune des droites Sa et S6 on mène les plans de pente 
2 5 , 

— et — dont les traces rencontrent a gauche de ab le prolonge- 
ment de la hauteur sh du triangle sab. On considère le quadrilatère 
convexe formé par ces quatre traces et on le prend pour base d'une 
pyramide ayant S pour sommet. 

Une droite parallèle à ab, ayant pour cote i8°^°^, se projette à une 
distance de ab égale à 90™™ et à gauche de ab. Elle est Taxe d'un 
cylindre de révolution dont le rayon est de 3o"^°^ . 

Représenter la svirface opaque de la partie de la pyramide qui est 
extérieure au cylindre. Tracer les projections horizontales des tan- 
gentes à l'intersection aux points situés : 1° sur le contour apparent 
horizontal du cylindre ; 2° sur la génératrice la plus élevée ; 3° sur 
la génératrice qui est dans le plan horizontal et à gauche de la 
projection de l'axe. Mener encore à la projection horizontale les 
tangentes parallèles à sh et les plus rapprochées de sh. Enfin mar- 
quer les cotes des points de contact. 

(1902.) 

1° Sur une parallèle au bord inférieur de la feuille, à a3 centimè- 
tres de ce bord et à égale distance du milieu de la feuille, on prend à 
gauche un point A. a droite un point B, tels que AB = i4 centi- 
mètres. On considère deux sphères de même rayon tangentes entre 
elles, situées au-dessus du plan de comparaison et tangentes à ce plaYi 
l'une en A, l'autre en B. Une troisième sphère de rayon égal à 
4 centimètres est tangente aux deux premières et au plan de com- 
paraison en un point G qui est à déterminer et que l'on prendra du 
côté du bord inférieur de la feuille par rapport à AB. 

2^ Des points A, B, G on abaisse des perpendiculaires sur le plan 
des centres des trois sphères ; elles coupent ces sphères respective- 
ment aux points A', B', G' autres que A, B. G. Déterminer les pro- 
jections et les cotes de ces points. 

3*> Les droites AA', BB', GG' prolongées sont les arêtes latérales d'un 
prisme triangulaire indéfini. Déterminer par points les sections faites 
dans les trois sphères par les faces latérales de ce prisme et représen- 
ter ce qui reste des sphères quand on enlève le prisme et les portions 
des sphères intérieures à ce prisme. 

On passera à l'encre la construction des points de cote 10 centimè- 
tres des sections de la sphère de gauche, des tangentes en ces points, 
des points des sections situés sur les contours apparents et enfin les 
tangentes aux sections aux points A, B, G, A', B', G'. 

(1904.) 

Un tétraèdre régulier SABG repose par sa base ABG sur le plan 
de cpmparaison. L'arête du tétraèdre est égale à i5 centimètres, le 
côté GB est parallèle aux grands côtés de la feuille. Le sommet S est 
à égale distance des deux grands côtés et à 18 centimètres du bord 
inférieur do la feuille. 

Dans le triangle ASG, face du tétraèdre, on inscrit un cercle. On 
construit dans ce cercle un hexagone régulier dont un des côtés est 
parallèle à AG. Get hexagone est la section par la face ASC d'un 
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prisme dont les arêtes sont parallèles à l'arête SB du tétraèdre Le 
centre de gravité de la face ASB du tétraèdre est le centre d'une 
sphère passant par A. 

Déterminer l'intersection du prisme et de la sphère. 

Représenter la sphère supposée pleine en enlevant la partie de ce 
solide comprise dans le prisme. 

(1905.) 

Partie restante d'un cube creux entamé par un autre cube. — Cube 
(Cl). Côté — io<^™ ; un sommet est au point O (o, o, o) ; le centre 
est sur Oz ; le plan vertical yOs est un plan de symétrie, et l'arête 
qui est dans ce plan et qui passe par le point O est du côté de Oy 
par rapport au plan xOz. 

Cube (G2). Il se déduit du cube (Ci) en faisant subir à ce cube une 
translation qui amène le sommet placé en au point (a<=™, d, o) sui- 
vie d'une rotation de 5o grades, dans le sens des aiguilles d'une mon- 
tre, autour de la diagonale verticale. 

On représentera ce qui reste du cube (Ci), supposé creux et opa- 
que, après enlèvement de la partie qui se trouve dans le cube iCg). 
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à tous les pères de famille soucieux de l'éducation et de Taveuir de leurs enfants. 

SCIENCES PHYSIQUES ET NATURELLES 

Physique et Chimie^ par J. Basin, professeur agrégé au lycée de Lille. 
— Vol. i9/13cm. 

Physique : cl. de Math. A et B, broché, 3 fr. ; cart 3 fr. 50 

Chimie : cl. de Math- A et B, broché, 2 fr. 50 ; cart 3 fr. » 

Sciences naturelles, par -E. Caustier, professeur au lycée Saint-Louis. 
Histoire natu7^elle et Hygiène (classes de Philosophie A et B et de Mathé- 
matiques A et B et candidats à Saint-Cyr) . — Vol . 16/ ll*^"» de 840 nages, 
avec 892 gravures, li« édition 4 rr. 50 

ANNALES DES BACCALAURÉATS SCIENTIFIQUES contenant les 
sujets de mathématiques, de physique et chimie donnés dans toutes les 
Facultés. — Chaque année forme un volume 18/12ca» broché 2 fr. 75 

JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES (32e année^, pubM 
par H. Vdibert. — Format 28/22cm, avec figures et épures Abonnement: 
France, 5 fr. ; Etranger ...'..... . ' 6 fr. » 

PROBLÈMES DE BACCALAURÉAT 

l. Mathématiques,v^rVL,\uihERT. — 4^ édition renfermant 684 nroblèmes 
d'arithmétique, algèbre, géométrie, trigonométrie, eéom A H p descriptive, 
mécanique, cosmographie, avec les solutions. ~ lYr» «ii oJ/4icm de 
528 pages en petit texte . ^ ^"^ ^^l- ^^'^^ fjf, » 

H. Physique et Chimie, par Emile Bouant^ 5e édition \t« ttÂi 22/14^""» 
avec les solutions "" ^" ^^i. ^ ^^ ^ 

LE PROBLÈME DE PHYSIQUE ÉLÉMENTAIRE /i^ . .v .moles 

de solutions), à l'usage des élèves des classes IL^S'"^'^^^?®^ S^ . n et de 
Mathématiques A et B et des candidats aux Ro V®"^^^»*® ^ r HAnues 
et aux Ecoles, par A. VLaillk^u. — Vol. 22/ 14cm ^i^^^^^^^^^» scientioquc 
644 problèmes, dont 221 résolus, avec 1U5 ûgure \^^^ ^^^^^' 3 fr » 

LE PROBLÈME DE CHIMIE ÉLÉMENTAIRE 3. t.^' roche. ' 

par A. Maillard. - Vol. 22/14cm . . ^> a l'usage des mômes éieve»; 

LE PROBLÈME DE MÉCANIQUE, k Vusacc. " i ' " ' ' ' \b^ma- 
tiques et des candidats au Baccalauréat, par t r« ^^ élèves de ^^aif^m 
avec figures. *• ^a.i\onnest. — Vol. ^-i'^ ' 

Exécution des épures et lavis (InstrïiTrr^^ ' ■ 'laît 

avec 28 figures dans le texte.- . . /^^^^-Ona et conseils) l^'^ ; 
Cette brochure, écrite pat* une sommité de iv* ." ' ' * ' ' ^ dra 
les plus grands services aux jeunes gens faisan'î^^^^'^^^eiit du dessiû, ^f.JI J 
indispensable à ceux qui se destinent aux écoles s ?'^- ^^^^iû graphique'» ®^ 

Cours et Traités de Mathématiqu^^~~Ji7~ ^ . "'^s 

naturelles, à l'usage des élèves de i'flr^T^ique, ChimiP S ci®? m 
candidats au baccalauréat et aux écoles /v^^^^gneoiPnVli^^Aire ®^ îvé 
franco sur demande). '^'^^ ^Voir fc G^gue S e^ ^^' ^ 

Recueil de Problèmes et ExerciQ** 
Chimie, à Tusage des candidats au haol ? ^^ 

écoles- 



lecueil de Problèmes et ExerciQ** rtue 

Chimie, à Tusage des candidats au bao«^? ^^ MafrK^rv. i- PM^^t 

le Catalogue). '^^^^^t et a^^é^ol^^' (Co^^"^^^ 
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